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REVUE BIBLIOGRAPHIQUE. 

GLÂISHER (J.-W.-L.), Reporter. — Report of the Committee on Mathbma- 
TicAL Tables, consisting of Prof. A. Cayley, Prof. G. -G. Stokes, Prof, 
sir W. Thomson, Prof. H.-J.-S. Smith, Mr. J.-W.-L. Glaisher. — London, 
1873. Printed by Taylor and Francis, in-8*, 175 p. 

Un astronome viennois, qui a visité les États-Unis pendant Tété 
de 1873, rapporte qu'il a vu, dans le jardin d'un Observatoire 
(l'Observatoire Dudley, à Albany), une machine à calculer suédoise 
occupée à calculer des Tables de réfraction sous l'impulsion d'un 
moulin à vent. Ce simple fait ouvre toute une perspective d'avenir : 
c'est peut-être pour les Sciences mathématiques un pas compa- 
rable à celui qui a été fait en industrie par l'introduction des ma- 
chines-outils. Les Tables de toutes sortes qui àous épargnent la 
peine de calculer dans chaque cas les valeurs numériques des 
diverses fonctions ne sont autre chose que des machines d'une 
espèce particulière; mais ces machines ne sont encore ni assez 
nombreuses ni assez puissantes, et cela sans doute parce qu'elles 
coûtent trop cher à construire. C'est pourquoi il faut nous réjouir 
de voir surgir des inventions qui permettent de \qs fabriquer plus 
vite et à moins de frais. 

Lorsqu'on songe à l'immense quantité de matériaux accumulés 
depuis près d'un siècle par le zèle des observateurs, matériaux qui 
vieillissent et perdent chaque jour en valeur en attendant qu'on 
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.^^fssc les réduire et les discuter, on ne peut en effet s'empêcher de 
souhaiter que le travail de ces réductions soit simpliflé et rendu 
'••abordable par la construction de Tables appropriées. Jusqu'à pré- 
"'//' sent les Tables auxiliaires en usage parmi les astronomes, les méléo- 
►/•' rologistes, les physiciens, ne sont guère encore que des outils pri- 
mitifs, qui permettent d'aller plus vite en besogne, mais qui sont 
loin d'épargner les calculs. Que de chiffres à remuer, par exemple, 
pour réduire le lieu apparent d'une étoile à son lieu moyen ou 
réciproquement ! Que d'opérations à faire, tout en nous aidant des 
Tables connues, pour nous débarrasser des effets de la précession, de 
la nulation, de l'aberration, puis de la réfraction et du mouvement 
propre, et parfois de la parallaxe annuelle ! Quelle perte de temps 
et quelle source d'erreurs que ces opérations multiples et fasti- 
dieuses ! 

Evidemment les Tables auxiliaires auraient besoin d'être spécia- 
lisées davantage ^ le temps et le travail qu'on y consacrerait seraient 
regagnés au centuple par l'économie de temps et d'argent qui en 
résulterait pour la réduction des observations. 

D'un autre côté, que de fonctions dont l'analyse a découvert et 
développé les admirables propriétés attendent, pour devenir vrai- 
ment utiles, pour obtenir droit de cité dans les bureaux de calcul, 
que des Tables suffisamment étendues et commodes permettent d'en 
faire couramment usage ! 

Le moment est donc venu, ce semble, de faire l'inventaire géné- 
ral de ce qu'on possède en matière de Tables, de déterminer ce qui 
reste à faire et surtout ce qui est urgent, puis d'attaquer résolu- 
ment la confection des Tables que les besoins de la Science récla- 
ment aujourd'hui. 

C'est ce qu'a compris l'Association Britannique pour l'avance- 
ment des Sciences, et c'est de cette préoccupation qu'est né un 
premier Rapport présenté à l'Association en 1872, à la réunion de 
Brighton, par une Commission composée de ]\DI. Cayley, Stokes, 
Thomson, Smith, membres de la Société Royale de Londres, et de 
M. J.-W.-L. Glaisher, rapporteur. 

Ce Rapport, qui a été imprimé en iSjS, après avoir reçu quelques 
développements nouveaux, remplit 170 pages-, il n'y est encore 
question que des Tables mathématiques proprement dites, qui sont 
d'un usage énéral dans toutes les branches des Mathématiques 
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pures ou appliquées. Très-concîs, très-substantiel, il entre en ma- 
tière sans préambule : « La Commission a été nommée en vue d'un 
double objet : 1° former un Catalogue aussi complet que possible 
des Tables mathématiques qui existent 5 1^ réimprimer ou con- 
struire les Tables qui seraient nécessaires aux progrès des Sciences 
mathématiques ». 

Les Rapports du Comité des Tables paraîtront dans le Compte 
rendu annuel des réunions de l'Association Britannique-, mais pour 
les Tables on a décidé qu'elles seraient imprimées à part, et livrées 
à la publicité au fur et à mesure de leur impression. Comme elles 
»ont stéréotypées, les clichés de ces Tables restent entre les mains 
du Comité, qui se propose de les réunir plus tard en volume. Le 
format choisi est rin-4** des Transactions Philosophiques de la So- 
ciété Royale ^ il permettra de donner sur la même page les valeurs 
des fonctions et jusqu'aux trois premières différences. 

On voulait d'abord commencer par l'impression des Tables d'ex- 
ponentielles ou antilogarithmes hyperboliques ( e' et e"') et des 
sinus et cosinus hyperboliques, dont M. Glaisher avait entrepris la 
construction avant la nomination du Comité. On se proposait ensuite 
d'aborder le calcul des fonctions de Bcssel et des fonctions ellipti- 
ques ; mais on a préféré ajourner les fonctions hyperboliques pour 
permettre à M. Glaisher de consacrer tout son temps à l'achève- 
ment des Tables des fonctions elliptiques, dont la publication a paru 
plus urgente. 

Dresser l'inventaire complet des Tables numériques déjà exis- 
tantes était avant tout chose indispensable \ car ces Tables sont épar- 
pillées dans les divers Recueils spéciaux, dans les publications des 
nombreuses Sociétés savantes, etc., et il n'est pas facile de s'assurer, 
dans chaque cas particulier, si telle jTable qu'il paraît utile de faire 
construire n'a pas été déjà publiée quelque part. Si, dans toutes les 
parties de la Science, il est malaisé de savoir exactement ce qui a 
été déjà fait, ici la difficulté est encore augmentée par cette circon- 
stance, que souvent le titre que portent certaines Tables en cache la 
véritable nature, ou du moins ne suffit pas pour la faire deviner. 
Des Tables numériques destinées à telle application spéciale seraient 
parfois d'un grand usage pour des calculs d'une nature toute diffé- 
rente, et il arrive ainsi que l'astronome ou le physicien regrette le 
manque d'une Table qui existe depuis longtemps, déguisée sous un 
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nom qui déroute les recherches, et même qu'il se décide à la calcu- 
ler à nouveau pour l'objet qu'il a en vue, perdant ainsi un temps 
précieux à refaire un travail fait avant lui. On sait déjà, par exem- 
ple, que l'intégrale 

00 



J X 



qui, réduite en Tables, sert à la détermination de l'erreur probable 
dans la méthode des moindres carrés, joue également un rôle 
important dans la théorie de la réfraction astronomique ( ^ ) et dans la 
théorie de la chaleur, de sorte que la même Table peut servir pour 
les recherches eu apparence les plus hétérogènes. De même les 
recueils de Tables nautiques donnent les logarithmes des sinus 
verses et des cosécantes sous le titre de « Tables pour le calcul de 
la latitude par deux hauteurs du Soleil »', etc. Il est donc évident 
qu'avant toute chose il était nécessaire de former un Catalogue 
des Tables existantes avec indication exacte de leur nature et de 
leur contenu. 

Le Catalogue du Comité doit comprendre toutes les Tables nu- 
mériques qui de près ou de loin appartiennent aux Sciences mathé- 
matiques ou paraissent propres à faciliter des recherches qui en 
relèvent \ mais on laissera de côté toutes celles dont les nombres ou 
seulement les données fondamentales sont d'une nature empirique, 
c'est-à-dire empruntées à l'observation ou à l'expérience, comme 
aussi toutes celles qui concernent des applications spéciales qu'on 
ne saurait classer dans les Sciences mathématiques. 

C'est tiinsi qu'on a cru devoir exclure la plupart des Tables 
astronomiques, les Catalogues d'étoiles, les Tables de réfraction, 
les Tables qui dépendent de la figure de la Terre, etc., les données 
de ces Tables étant essentiellement dérivées de l'observation. On a 
également laissé de côté les Tables des équivalents chimiques, des 
poids spécifiques, les Tables de conversion des poids et mesures, 
celles qui servent au calcul de la longitude en mer, les Tables de 
mortalité, enfin celles qui se rapportent aux assurances ou qui sont 
destinées aux calculs commerciaux, sauf quelques-unes qui offrent 



(•) Voir, par exemple, Kramp, jinaljrse des réfractions astronomiques et terrestres. 
Leipsic et Paris, an VU. 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. ii 

un certain intérêt au point de vue des Mathématiques pures, comme 
par exemple les Tables d'intérêts composés, qui peuvent être envi- 
sagées comme des Tables de puissances, ou certaines Tables nauti- 
ques qui, malgré leur titre annonçant un usage tout spécial, sont 
simplement des Tables trigonomé triques. Même pour les Tables de 
logarithmes, etc., le rapport n'a pas la prétention d'être absolu- 
ment complet : M. Glaisher déclare expressément qu'il s'est dis- 
pensé de mentionner une foule d'Ouvrages du siècle dernier qui 
lui ont paru dénués d'intérêt, ainsi que des Tables italiennes, espa- 
gnoles, etc. (il aurait pu ajouter : françaises et allemandes) relati- 
vement récentes, qu'il n'a pu se procurer (*). 

Avant d'entreprendre la description des diverses Tables numé- 
riques qui existent, il fallait s'entendre sur une classification ration- 
nelle. Le Comité adopta la classification suivante, qui est due à 
M. Cayley. 

A. — Tables auxiliaires pour les calculs qui se font sans logarithiibs. 

1. Multiplication. 

2. Quarts de carrés. 

3. Carrés, cubes et puissances suivantes; valeurs réciproques, etc. 

B. — LoGARrruMES et fonctions circulaires. 

4. Logarithmes vulgaires et antilogarithmes; logarithmes d'addition et de 
soustraction, etc. 

5. Fonctions circulaires (sinus, cosinus, etc.)» valeurs naturelles; longueurs 
des arcs de cercle. 

6. Logarithmes des fonctions circulaires. 

C. — Fonctions exponentielles. 

7. Logarithmes hyperboliques. 

8. Ântilogarithmes hyperboliques {e*) et logtang ( 45'' + - 7 j ; sinus et cosinus 

hyperboliques, etc. ; valeurs naturelles et logarithmes. 



(*) On Terra plus loin que, parmi les Recueils oubliés dans le Rapport, il y en a de 
fort répandus et qui méritent de Tétre. Ces lacunes, que les ressources immenses de 
l'Assoeiation Britannique auraient pu mettre la Commission en état de combler, nous 
SCTiblent 6ter au Catalogue actuel une partie de sa valeur. C'est surtout en cette 
occasion que l'on peut reconnaître l'utilité de cultiver aveeplus de soin la Bibliographie 
mathématique. 
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D! — Constantes algébriques. 

9. Valeurs exactes en nombres entiers ou fractionnaires : nombres de Ber- 
noulli, A^o*", Coefficients binominaux. 

10. Valeurs approchées en fractions décimales, pour le calcul des développe- 
ments en séries. 

E. — Constantes transcendantes. 

41. Les nombres ^, tt, 7, . . . , avec leurs puissances, et fonctions de ces nom- 
bres. 

F. — Fonctions arithmétiques [arUhmological). 

12. Diviseurs, nombres premiers. Racines premières. Canon arithmeticus, etc. 

13. Équalion de Pell. 

14. Décompositions. 

13. Formes quadratiques, û'h- ^', Décomposition des nombres en carrés, 

cubes, bicarrés, etc. 

16. Formes binaires, ternaires, etc., quadratiques, etc. 

17. Théories complexes. 

G. — Fonctions transcendantes. 

18. Fonctions elliptiques. 

19. Fonctions r (intégrales eulériennes). • 

20. Sinus intégral, cosinus intégral, logarithme intégral. 

21. Fonctions de Bessel, etc. 

22. Coefficients des perturbations pour des valeurs données de ->• 

23. Transcendantes logarithmiques. 

24. Mélanges. 

Le seul moyen sûr de découvrir toutes les Tables, comprises dans 
cette classification, qui ont été publiées, c'était de parcourir Tun 
après Vautre tous les volumes des Recueils scientifiques mention- 
nés dans la liste, qui se trouve en tète du Catalogue of scientijic 
Papers, imprimé par la Société Royale, sans négliger de consulter 
les catalogues des libraires étrangers. Il s'agissait là de compulser 
avec attention bien des milliers de volumes, et Ton comprend 
qu'une pareille besogne demande des années] Heureusement que 
cette difficulté n'existait pas pour certaines catégories de Tables, 
comme celles qui sont comprises dans les groupes A, B, C 7,F 12, 
ces sortes de Tables ayant été généralement publiées à part, dans 
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des volumes spéciaux. On pouvait donc espérer d'achever cette 
partie du Rapport dans un délai assez rapproché, et c'est en effet la 
partie qui a été présentée à l'Association. On se voyait ainsi forcé 
d'abandonner l'ordre indiqué par la classification de M. Cayley 5 
mais cette classification sera rétablie dans ses droits lorsqu'on dres- 
sera Tindex général des divers Rapports. 

Au point de vue purement pratique, les diverses Tables peuvent 
évidemment se classer comme il suit : 

1° Tables auxiliaires [subsidiarjr Tables)^ destinées à faciliter 
les calculs, mais sans intérêt par elles-mêmes : telles sont les Tables 
de logarithmes, les Tables trigonométriques, les Tables de multi- 
plication, etc; presque toutes ces Tables ont été publiées à part. 

a** Tables définitives [conclusse Tables)^ dont les nombres ont 
de l'intérêt par eux-mêmes ; cette catégorie comprend : [a) les Tables 
de fonctions continues, qui sont généralement des intégrales défi- 
nies ^ (i) les Tables qui se rattachent à la théorie des nombres. 

C'est sur la première de ces divisions que roule, comme nous 
l'avons déjà dit, le premier Rapport présenté à l'Association Bri- 
tannique par la Commission. On a soin d'ailleurs de nous avertir 
que ce travail n'a qu'un caractère essentiellement provisoire, et 
qu'on se propose de le compléter un jour par un Rapport supplé- 
mentaire. 

Le nombre des Tables comprises dans cette première division, et 
qui sont décrites dans le Rapport, est, soit dit en passant, beaucoup 
plus grand que celui des Tables de la seconde division \ en revanche, 
elles n'exigent pas, comme ces dernières, des explications détail- 
lées. Presque toutes ont été publiées dans des ouvrages séparés \ 
cinq ou six seulement sont mentionnées dans le Rapport, qui ont été 
insérées dans des Recueils périodiques. Au contraire, c'est là qu'il 
faudra chercher presque toutes les Tables qui forment la deuxième 
division. 

Dès le principe, mais contrairement aux intentions primitives, 
le Rapport a pris la forme d'un compte rendu bibliographique. Il ne 
pouvait en être autrement. Tandis, en effet, que, dans une science 
qui se développe, les livres anciens sont bientôt détrônés par les 
livres nouveaux, et n'ont plus qu'un intérêt historique, une Table 
numérique représente une quantité de travail une fois fait et qui, 
s'il a été bien fait, l'a été pour tout jamais. C'est un capital, au 
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même titre que Tor en barre qui a été extrait des entrailles de la 
terre. Beaucoup de Tables qui datent du xvii* siècle ont conservé 
leur pleine utilité :V Arithmetica logarithmicadeWaicq ( 1628) est 
encore la meilleure Table de logarithmes à dix décimales, et le Ca- 
non sinuum de Pitiscus ( 1 6 1 3 ) la meilleure Table des sinus naturels ; 
on peut dire la même chose du Canon triangulorum logarithmi- 
ciis (logarithmes naturels), publié par Ursinus en 1624. Telle Table 
a été calculée en vue d*un but spécial, lequel dans la suite a perdu 
son intérêt ^ elle n'en est pas moins l'expression d'une certaine 
quantité de vérités abstraites, et elle garde à ce titre une certaine 
valeur, et pourra, un jour ou Tautre, être utilisée pour une appli- 
cationnouvelle et imprévue. C'est pour toutes ces raisons qu'on n'a 
pas jugé inutile d'entrer dans quelques détails bibliographiques, 
même sur les Recueils de Tables anciens qui, à première vue, ne 
paraissaient pas offrir une grande importance. On s'est notamment 
efforcé de fournir des indications sur le degré d'exactitude qu'il est 
permis d'attribuer à ces Recueils. 

On a aussi profité de l'occasipn pour donner une description 
quelque peu détaillée de divers ouvrages qui jouent un rôle mémo- 
rable dans l'histoire des Mathématiques et qui sont généralement 
décrits d'une manière fort inexacte. Des détails de ce genre étaient 
d'autant plus nécessaires que les titres des ouvrages sont souvent 
trompeurs. Sous le titre de « Tables de logarithmes à huit déci- 
males )), on rencontre des Tables à cinq décimales, avec une for- 
mule pour calculer les trois autres. La Table de logarithmes pu- 
bliée par Steinberger en 1840 prétend donner les logarithmes de 
tous les nombres depuis i jusqu'à 1 000000, mais elle s'arrête eu 
réalité à 1 0000 ; l'interpolation doit faire le reste ! D'autres fois un 
Catalogue de librairie annonce une (c Table des diviseurs des nom- 
bres depuis I jusqu'à 1 000000 v, et oublie d'ajouter qu'il ne s'agit 
que de la première section (i à iSoooo }, qui a été seule publiée ; 
et ainsi de suite. 

Dans les premiers temps qui suivirent l'invention des loga- 
rithmes, l'usage était d'inscrire le nom de Neper en tête des Tables 
et d'y ajouter celui de Briggs quand le livre renfermait des loga- 
rithmes vulgaires. C'est de là qu'est venue l'erreur assez conmiune 
qui consiste à attribuer à Briggs ou à Neper V Arithmetica d'Adrien 
Vlacq. Si l'on ajoute à cela les cent manières différentes dont les 
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contemporains orthographiaient les noms des premiers inventeurs 
des logarithmes, on comprendra aisément que les rapporteurs aient 
eu quelque peine à débrouiller les informations concernant les pre- 
miers Recueils de Tables logarithmiques. 

Des Notices bibliographiques sur ces vieux livres forment un élé- 
ment important de THistoire des Sciences mathématiques en géné- 
ral, et elles ont d'autant plus de prix que les renseignements que 
Ton trouve dans les Recueils bibliographiques sont souvent peu 
dignes de confiance, (c L'examen d'un grand nombre d'Ouvrages 
spéciaux qu'il nous a fallu consulter », dit M. Glaisher, « a montré 
combien sont inexacts, non-seulement dans les détails, mais encore 
dans les faits importants, les renseignements bibliographiques 
qu'on rencontre chez la plupart des écrivains. Si nous exceptons 
Delambre, Lalande [Bibliographie astronomique) et de Morgan, 
on peut dire hardiment qu'il n'est pas un seul écrivain sur la ma- 
tière auquel on puisse se fier complélement(*). Ceux qui ont eu l'oc- 
casion d'élucider un point d'histoire, comme par exemple l'inven- 
tion des logarithmes, peuvent seuls juger du peu de souci qu'on 
avait de l'exactitude avant le commencement du siècle présent, qui 
peut être considéré comme l'aurore d'un âge plus scrupuleux ». 

Parmi les listes de Tables mathématiques dressées par divers 
érudits avant la nomination du Comité de l'Association Britanni- 
que, la plus complète était celle que de Morgan avait donnée 
en 184^9 à l'article Table de la Penny Cjclopœdia, et qu'il 
avait ensuite fait réimprimer avec beaucoup d'additions, dans 
l'Encyclopédie de Knight (English Cjclopœdia)^ en 1861. Cette 
liste renferme 4S7 Tables, dont beaucoup cependant étaient en 
dehors du cadre de ce Rapport. 

On a puisé en outre des indications plus ou moins précieuses 
dans les Ouvrages suivants : 

Heilbronneb. — Historia Matheseos uniçersœ, — Lipsise, i74^> 
Kaestnee (A.-G.). — Geschichte der Mathematik. — Grottingen, 1796-1800. 
McRHARD (J.-W.-A.). — Bihliotlieca mathematica, — Lipsis, 1797- 1804. 
RoGG (J.). — Bibliotkeca mathematica sive index criticus Ubrorum mathemati» 



(') M. Glaisher aurait pu citer, àc6lé des précédents auteurs, l'étude remarquable 
publiée par Biot en i835, dans le Journal des Savants. 
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corum,eic. — Tubingue, i83o. — De cet Ouvrage, la première SecUoD seules 
été publiée. 

SoiiNCKE (L.-A.). — Bibliothcca mathematica. (Catalogue de livres publiée de 

i83o à 1854.) — Leipzig et Londres, i854. 
La Lande (J. de). — BibUogmphie astronomique, — Paris, i8o3. 

Ersch (J.-S.). — UtcraUir (1er Mathematik, Nattir-und Gewcrbskunde. Neoc 
Ausgabe, von J.-\V. Schweigger-Seidel. — Leipzig, i8a8. 

PoGGENDORFF. — Bingraplusch-Utcrarisclies Handwôrterbuch, — Leipzig, i863. 

Milliet-Deciiales (R.-P.). — Cursus seu nmndus mathematicus, — Lugdoni, 
iGgo. 

Morgan (de). — ArUhmetical Books. — London, 1847. 

Peacock. — History of Arithmctic, etc., etc. 

Le Comité n'a pu se procurer le Recueil de Scheibel (Einleitung 
zur math. Biicher-Kenntniss, Breslau, 1769- 1798), qui est souvent 
cîtc par Murhard et d'autres. \J Histoire des Mathématiques de 
Montucla n'a rendu aucun service^ au contraire V Histoire de 
V uistronomie moderne de Delambre (Paris, 1821) a fourni de 
précieux renseignements. 

Les bibliothèques qui ont été mises à contribution pour la des- 
cription des Ouvrages sont celles du Britisb Muséum, de la Société 
Royale, de l'Université de Cambridge, de l'Observatoire de Grecn- 
wicli, du Collège de la Trinité à Cambridge, de la Société Royale 
Astronomique, et celle de feu Graves, qui appartient au Collège de 
l'Université de Londres et qui renferme une des plus belles collec- 
tions de livres de Mathématiques anciens \ malheureusement cette 
dernière n'était pas encore classée, et plusieurs des grandes biblio- 
thèques publiques n'ont pas de Catalogue. De là sans doute plus 
d'une lacune grave dans le Rapport •, on s'en aperçoit en jetant les 
yeux sur la statistique suivante, où sont classés par nationalités les 
23o Recueils de Tables que le rapporteur a pu se procurer : 



Angleterre 109 Suisse. . . . 

Allemagne, Autriche. . . 66 Espagne. . 

France 27 Portugal.. 

Hollande 8 Suède. . . . 

Danemark 7 Russie . . . 

Italie 3 Egypte. 

États-Unis 3 



. . . . 
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Le Comilé espère que ces lacunes pourront être comblées par la 
publication d'un supplément, et il prie les mathématiciens et les 
bibliophiles de tous pays de lui communiquer les titres des Ouvrages 
non mentionnés dans son Catalogue qui seraient à leur connais- 
sance (*). On se propose également de donner dans ce supplément 
une plus large place aux errata des Tables les plus répandues. 
On trouvera plus loin une liste de quelques-uns des Ouvrages qui 
ne figurent pas dans le Rapport, et qui pour la plupart nous ont été 
obligeamment signalés par JVI. Hoûel. 

Le Rapport décrit d*abord avec plus ou moins de détails les Tables 
numériques classées sous les vingt-cinq rubriques suivantes : 

i. Tables de multiplication, 
â. Parties proportionnelles. 

3. Quarts de carrés. 

4. Carrés, cubes, racines carrées et cubiques. 

5. Puissances plus élevées que la troisième. 

6. Conversion des fractions ordinaires en fractions décimales. 

7. Valeurs réciproques. 

8. Diviseurs et nombres premiers. 

9. Tables sexagésimales et sexcentenaires. 

iO. Valeurs naturelles des fonctions trigonométriques. 

i 1 . Longueurs des arcs de cercle. 

12. Conversion des heures, minutes et secondes en fractions du jour; conver- 
sion du temps en degrés, et vice versa, 

i3. Logarithmes vulgaires. 

i4. Antilogarithmes. 

i5. Logarithmes vulgaires des fonctions trigonométriques. 

16. Logarithmes naturels (ayant pour base le nombre e). 

17. Logarithmes népériens. 

18. Logarithmes logistiques et proportionnels. 
18. Logarithmes d'addition et de soustraction. 

20. Conversion des logarithmes vulgaires en logarithmes naturels, et vice 
versa, 

21. Tables d'interpolation. 



(') Ces Communications devront être adressées à M. J.-W.-L. Glaisher, Trinity 
Collège, Cambridge. 

Dull. des Sciencçi mathém. et astron., t. XI. (Juillet 1876.) 2 
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22. Tables de mensuration (aires de surfaces, volumes, etc.). 

23. Logarithmes dualistiques. 

24. Constantes mathématiques, nombres usuels. 

25. Tables diverses : nombres figurés, etc. 

Cette description analytique remplit 70 pages du Rapport 
(p. 1 4-85) ; chacun des paragraphes consacrés aux diverses catégo- 
ries de Tables est précédé d'une courte introduction. Dans la 
seconde partie du Rapport, on trouve la description détaillée de 
1 18 Ouvrages, qui sont des Recueils de Tables diverses et qu'il eût 
été difficile de classer sous Tune des 25 rubriques spéciales qui pré- 
cèdent (p. 85- 143). Enfin les titres de tous les Ouvrages décrits 
dans ces deux Chapitres sont réunis dans une liste où ils sont clas- 
sés par ordre alphabétique des noms d'auteurs (p. i43-i64)' Un 
post'Scriptwn rend compte de l'état du travail au moment de l'im- 
pression du Rapport. 

Ne pouvant suivre le savant rapporteur dans les détails qu'il 
donne sur l'histoire de ces diverses catégories de Tables, nous nous 
contenterons de prendre ça et là ce qui nous a paru intéressant. 

Les premières Tables de multiplication sont probablement celles 
de Thomas Finck, publiées à Copenhague en i6o4; mais les pre- 
mières qui aient une certaine étendue sont celles de Hei-w^art de 
Hohenburg (1610), qui ont été égalées, mais non surpassées, par 
les Tables de Crelle ( i864 )) les plus commodes que Ton possède 
aujourd'hui, et les plus répandues. 

Ces Tables étant à double entrée, on a cherché, par divers arti- 
fices, à construire des Tables de multiplication à une seule entrée; 
telles sont les Tables des quarts des csLVvés [arithnomes)^ dont le 
principe est fondé sur la formule 

4 4 

Pour obtenir le produit de deux nombres a, &, il suffit de cher- 
<!her dans la Table le quart du carré de leur somme et celui de leur 
différence, et de retrancher le dernier du premier. Voisin a fait 
paraître une Table de ce genre en 181 7; mais Ludolf en avait 
indiqué le principe dès 1690. D'autres Tables analogues ont été pu- 
bliées par Centnerschwer (iSsS), Merpaut (i832), Laundy (i856). 
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Ce dernier avait été Conduit à construire ses Tables par la lec* 
ture d'un Mémoire de M. Sylvester. Au reste, une Table des carrés 
peut évidemment servir au même usage, témoin la Table des carrés 
publiée dans ce dessein par M. Â. Gossart en i865. 

Laplace, dans un Mémoire Sur dwers points d' Analyse que Ton 
-trouve dans le Journal de l'Ecole Polytechnique (1809), s'est 
«gaiement occupé de cette question \ il monitre que la multiplica- 
cion au moyen d'une Table à une seule entrée peut s'obtenir de 
trois manières différentes : par les logarithmes, par les quarts de 
<;arrés,et par les fonctions trigonométriques en profitant de la rela- 
tion connue 

9in«sin6 = - [cos(a — 6) — cos(-«4- 6)]. 

<c Cette manière ingénieuse (*) de faire servir des Tables de sinus 
à la multiplication des nombres )>, dit-il, a fut imaginée et employée 
un siècle environ avant l'invention des logarithmes )>. 

n est à remarquer que le produit sinasin&sinc peut s'expri- 
xaer d'une manière analogue par une somme de quatre sinus, 
puisque 

« 

sina sin6 sine =:y£sîfi(^-4-ft— c) -4-sin(«4-c — 6) 

-h sin (fr -h c •— a) — sin (« 4- fr -h c)], 

«t qu'on trouve des expressions analogues pour les produits de 
quatre et cinq sinus, etc. ^ de sorte que les Tables de sinus permet- 
tent d'exécuter la muUiplicalion d'un nombre quelconque de fac- 
teurs. C'est là une supériorité que les formules trigonométriques 
ont sur les formules algébriques correspondantes^ car, en partant de 
ces dernières, la multiplication de deux facteurs exigerait une 
Table des carrés, la multiplication de trois facteurs une Table des 
cubes, et ainsi de suite, puisque 

<ïic = -7£(a -hé -f-c)»— (a -t- /> -- c)* — (a -4-c — 6)* — [b -h c— a)»], etc. 
Ces formules algébriques se déduisent d'ailleurs des formules 

(*) Méthode de la prostaphérèse, connae du temps de Tycho Rrahe. (Voir let 
ÂUrau, Mittheilungen de R. Wol(; et Bulletin^ t. VII, p. 35.) 

S. 
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trigonométriques en développant et égalant les puissances homo- 
logues. 

De bonnes Tables des puissances successives des nombres seraient 
très-utiles pour le calcul numérique de diverses fonctions qu'on 
peut développer en séries ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes ou descendantes de la variable ; car il arrive parfois, pour 
certaines valeurs de la variable, qu'il faut aller jusqu'à quinze ou 
vingt termes pour avoir la valeur de la fonction exacte à sept dé- 
cimales. Les Tables de logarithmes ne sont pas toujours suffisantes 
pour ces calculs, et c'est alors qu'on serait bien aise d'avoir sous 
la main une Table des puissances élevées. 

M. Glaisher avait déjà calculé en double une Table des douze 
premières puissances des nombres depuis i jusqu'à looo \ dès 
qu'elle aura été calculée une troisième fois et collationnée, on la 
fera stéréotyper pour la livrer à la circulation. 

Des Tables des plus petits diviseurs des nombres ont été données 
par Burckhardt pour les trois premiers millions, puis récemment 
par Dase, pour le septième, le huitième et le neuvième million. Ce 
travail fut entrepris par le célèbre calculateur vers i85o, à l'in- 
stigatiou de Gauss, qui était d'avis qu'il fallait étendre les Tables 
des diviseurs jusqu'aux dix premiers millions. Un manuscrit con- 
tenant ces diviseurs pour le quatrième, le cinquième, le sixième 
million avait été déjà présenté à l'Académie des Sciences de Berlin 
par Crelle ; il ne restait donc alors qu'à compléter le travail par les 
quatre derniers millions. Dase est mort en 1862 avant d'avoir achevé 
sa tache ^ le manuscrit de CrcIle dort encore dans les cartons .de 
l'Académie. 11 parait d'ailleurs que Burckhardt a laissé un travail 
analogue. L'existence de ces deux manuscrits a peut-être em- 
pêché les calculateurs de bonne volonté de combler la lacune qui 
existe encore dans les Tables des diviseurs : c'est ainsi qu'un ma- 
nuscrit qu'on ne publie pas peut devenir un obstacle au progrès. 

L'histoire des Tables des sinus, tangentes et sécantes est fort 
curieuse. Les premières lignes trigonométriques, déjà employées 
par les anciens, étaient les cordes ^ on trouve une Table des cordes 
chez Ptolémée; mais la division sexagésimale y est appliquée au 
rayon aussi bien qu'à la circonférence; on prend pour unité l'arc 
de 60 degix*s, dont la corde est égale au rayon. Ainsi la corde de 
Tare de 90 degrés a pour valeur 84**5i'io'', le rayon étant égalé 
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à 60 degrés. Les Tables des sinus calculées par Purbach et par Re- 
giomontanus au xv** siècle ne paraissent pas avoir été imprimées. 
D'après de Morgan, la première Table de ce genre qui ait été im- 
primée est une Table publiée avant i5oo, sans nom d'auteur. 

Regiomontanus a fait paraître en i5o4 sa Table des tangentes, 
puis Rheticus en i55i un Canon complet des six rapports des côtés 
d'un triangle rectangle. Une Table de tangentes s'appelait alors 
Tabula fœcunda, une Table des sécantes Tabula benejica ou 
fœcundissiTna. Kn iSpô, 20 ans après la mort de Rheticus, parut 
son grand Canon trigonomé trique intitulé : Opus palatinum^ où les 
valeurs naturelles des six rapports sont données avec dix déci- 
males, de dix en dix secondes ; puis, en 161 3, Pitiscus publia les 
Tables des sinus calculées par Rheticus avec quinze décimales, 
dont il avait retrouvé le manuscrit à moitié pourri parmi les papiers 
du libraire qui avait édité Y Opus palatinum. Ces Ouvrages, avec 
Vu4rithmetica logarithmica et la Trigonometria artificialis de 
Vlacq, sont les sources d'où dérivent les Tables modernes. 

, Parmi les auteurs qui ont raconté l'histoire de l'invention des 
logarithmes, quelques-uns, comme Hutton, ont accusé John Napier 
d'avoir passé sous silence la part d'initiative qui revient à Briggs 
dans l'introduction du système décimal à la place du système natu- 
rel ; d'autres, comme Mark Napier, diminuent Briggs et en font 
un simple calculateur. Le rapport de M. Glaisher rétablit la vérité 
sur ce point en montrant par des citations que Briggs et Napier ont 
eu, chacun de son côté, l'idée de ce perfectionnement, et que ces 
deux hommes sont restés, jusqu'à la mort de Napier, dans les rela- 
tions les plus amicales, ce qui suffit à laver la mémoire de Napier 
de tout reproche. 

On sait d'ailletu*s que les logarithmes népériens ne sont pas tout 
à fait les mêmes que ceux que l'on appelle aujourd'hui logarithmes 
hyperboliques ou naturels, et qui ont pour base le nombre 
e= 3,71828. • . . Les deux systèmes sont liés l'un à l'autre par la 
relation suivante : 

log nép 
glog oat. __ j 0000000 e 



lUUUUOUU 



ou bien 

lognép. <r= 1 0000000 (lognat. 1 0000000— lognat. x). 



ue5 



re- 
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Qaoîqae le nom de Juste Byrç oa Bôi^ ne soîi pas passé sous» 
silence, M. Glaisher ne d<»Be ni le litre de son Ouvrage f nuhl' ' ' 
Prague en 1620% ni aucnne indication snr son système B" ' 
m'emploie pas le mot de logfuithmÊes ^ mais ses « nombres rouges » 
peuTent être considérés comme ibrmant on s^^èm«^ de losarith 
dont la base serait le nombre 1,0001, de sorte que 

log Bûrgi = lognaLX 10000,49999166. . . , 

et 

log Bûrgi 10 =: s3o97,oo23o. . . . 

U est bien entendu d'ailleurs que les droits de Neper au t*t 
d'inventeur des logarithmes sont hors de toute contestatio 
Comme Archimède avait trouvé dans les pit^ressions noméria 
le moyen de compter les grains de saUe que peut contenir la sDhè 
des étoiles, ainsi le « baron écossais » y a vu celuide nous libérer de- 
l'écrasant labeur des divisions et des multiplications, et il a facilité- 
dans une étonnante mesure les progrès de l'intelligence humaine 

Les Tables de logarithmes a quatorze décimales de Brisas 
dnites à dix décimales et complétées- par Adrien Vlacq sont I 
source où Vega a puisé son ITiesaurus, publié en 1 ^4. Cependant 
à ce moment la France possédait déjà les fameuses Tables du Ca- 
dastre, calculées en double sous la direction de Prony, « le monu-' 
ment de calcul le plus vaste et le plus imposant qui eut jamais 
été exécuté ou même conçu ». Il en existe deux exemplaires ma- 
nuscrits, formant chacun 17 volumes in-folio, dont Tun est déposé 
aux Archives de l'Observatoire de Paris, l'autre à la Bibliothèque 
de l'Institut. M. Lefort en a donné une description détaiUée en 
i858, dans les Annales de V Obsery^atoire . En 1820, le Gouver- 
nement anglais offrit, paraît-il, de faire la moitié des frais d'im- 
pression, mais cette offre ne fut pmnt acceptée. 

Parmi les publications récentes les plus importantes, il faut citer 
l«s Tables de M. Sang(i87i), qui donnent les logarithmes des 
nombres depuis i jusqu'à 1000 avec dix décimales, et depuis 
aoooo jusqu'à 200000 avec sept décimales, disposition qui offre de 
grands avantages au point de vue des interpolations. 

Les premières Tables logarithmiques des sinus et tangentes sont 
celles de Gunter (1620), qui ont sept décimales, puis viennent la 
Trigionometria Britannica de Briggs (i633), qui donne les loga- 
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rithmes des sinus, etc., avec quatorze décimales pour chaque cen- 
tième de degré, et la Trigonometria artificialis de Vlacq, qui les 
donne avec dix décimales de lo en lo secondes. 

n faut ensuite mentionner les Tables de Mîchael Taylor (1792), 
de Bagaj (1829) et de Shortrede [i%^^)^c^i toutes sont à sept déci- 
males et vont de seconde en seconde. Les Tables tri gonomé triques 
du Cadastre ont été calculées pour la division décimale du quart de 
la circonférence. 

Sans l'apparition des Tables de Vlacq, il est probable que la 
division décimale du degré ordinaire, inaugurée par Briggs, eût 
prévalu. M. Glaisher exprime l'espoir qu'on y reviendra, et que ce 
système, qui offre tant d'avantages, sera un jour définitivement 
adopté^ (( car il faut tenir pour certain », dit-il, (c que la grandeur du 
degré ne sera jamais changée ». Selon le rapporteur, le centième 
du quart de la circonférence est une unité tout aussi arbitraire que 
le degré nonagésimal, et la substitution de Tun à l'autre n'aurait 
que des inconvénients, tandis que la division décimale du degré, en 
nous débarrassant des minutes et secondes, nous procurerait tous 
les avantages d'un véritable système décimal. 11 nous semble 
cependant que le quart de la circonférence, pris comme unité, mé- 
rite la préférence dès qu'on dépasse 90 degrés, comme dans la plu- 
part des calculs de la Mécanique céleste. Des Tables construites 
suivant la division naturelle du quadrant, laquelle est sans aupun 
doute la division décimale, serviraient aux astronomes calculateurs 
(qui n'empruntent que très-peu de données aux recueils d'obser- 
vation, et se bornent à opérer sur un petit nombre d*angles donnés), 
aux mathématiciens purs, aux ingénieurs, aux arpenteurs. Toutes 
les personnes sans exception qui en ont fait Tessai y ont trouvé de 
très-grands avantages, et notamment une réelle économie de temps, 
ce qui entraine toujours comme conséquence une diminution des 
erreurs de calcul. Une question aussi capitale eut d'ailleurs mérité 
d'être discutée à fond dans le Rapport, au lieu d'être tranchée en 
quelques lignes, au bas d'une page. 

Il est digne d'être noté que la division décimale du degré avait 
été proposée par Simon Steviu longtemps avant Briggs, dans son 
célèbre Traité de la Disme, où il expose l'invention des fractions 
décimales (i585). Voici le passage qui renferme cette proposition : 

<c Article V. — Des computations astronomiques. — Aians les 
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anciens astronomes parti le circle en 36o degrez, ils voioient que 
les computations astronomiques d'icelles, avec leurs partitions, 
estoient trop laborieuses, pourtant ils ont parti chasque degré en 
certaines parties, et les mesmes autrefois en autant, etc., à fin de 
pouuoir par ainsi tousiours opérer par nombres entiers, en choi- 
sissans la soixantiesme progression, parce que 60 est nombre mesu- 
rable par plusieurs mesures entières, à sçauoir i, 2, 3, 4) S? 6> 1^9 
12, i5, 20, 3o ; mais, si Ton peut croire Texpérience (ce que nous 
disons par toute reuerence de la vénérable antiquité et esmeu avec 
rvmilité commune), certes la soixantiesme progression n'estoit pas 
la plus commode, au moins entre celles qui consistoient poten- 
tiellement en la nature, ains la dixiesme, qui est telle : Nous nom- 
mons les 36o degrés aussi commencemens, les dénotans ainsi : 
36o (*), et chascun degré ou i (•) se diuisera en dix parties égales, 
desquelles chascune fera i (*), puis chasque i(*) en io("), et 
ainsi des autres, comme le semblable est faict par plusieurs fois 
ci-deuant ». 

Les logarithmes logistiques ou proportionnels sont des loga- 
rithmes de certains rapports ; ce sont des logarithmes ordinaires 
qu'on a retranchés d'un nombre constant. Les logarithmes d'addi- 
tion et de soustraction, dont la première idée est due à Leonelli 
( 1 802), ont été vulgarisés par Gauss, et on les a modifiés de bien des 
manières. Il est à regretter que le Rapport ne discute pas la dispo- 
sition plus ou moins convenable adoptée par les divers auteurs; 
celle de [ajine Table ofGaussian Logarithms de Wittstein (p. 78 
du Rapport) est la moins bonne de toutes. 

Notons encore que les Tables de Babbage, si vantées pour leur 
correction, renferment environ aSo fautes sur la dernière figure, 
dans la partie à 8 décimales (à la fin), empruntée de confiance à 
Callet, qui a calculé avec peu de soin les logarithmes de 102000 
à 108000. Ces fautes ont été reproduites dans le Recueil de Vega- 
Hiilsse (où elles se trouvent encore aujourd'hui) et dans les Tables 
de Kohler, où elles ont été ensuite corrigées. C'est M. Hoûcl et 
M. Lefort qui les ont signalées les premiers et corrigées d'après les 
Tables du Cadastre. 

En i863, M. Oliver Byr ne a fait une curieuse tentative pour 
remplacer les logarithmes par un autre système de nombres qu'il 
appelle Dual Logarithms et dont il a publié des Tables. Un 
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<c nombre daalistique ( Dual Number) de Téclielle ascendante >> 
est un produit formé par les puissances entières des facteurs : 

1,1 ; i,oi ; i,ooi ; .... 

On se contente d'écrire les exposants précédés du signe S , de 
sorte que 

= 6, 9, 7, 6 = (i,i)» ( 1,01 )»( 1,001 )'( 1,0001 )•. 

Quand tous les exposants, sauf le dernier, sont égaux à zéro, on 
a ce que M. Bjrne appelle un logarithme dualistique. Il s'arrête à 
huit facteurs; ses logarithmes dualistiques ont par conséquent 
sept zéros avant le chiffre qui les caractérise. La branche descendante 
est formée par les produits des puissances de facteurs, tels que 



0,9» 0,99, 0,999, 



• • • • 



dont on écrit les exposants suivis du signe ^, et ainsi de suite. 

Ces citations suffiront pour faire comprendre l'intérêt que pré- 
sente le Rapport du Comité des Tables, et le service que la publi- 
cation de ce travail a rendu à la Science. Ajoutons quelques mots 
sur les Tables dont la construction et l'impression ont été com- 
mencées. 

Les Tables des fonctions de Legendre donnent les valeurs 
exactes des sept premiers P'(x) pour toutes les valeurs de X com- 
prises entre zéro et Tunité, de centième en centième. On a 

P'z^o:, P» = -(3^»— i), ..., 
P' = -^ (429 :r' — 693 j:* -f- 3i5 ^» — 35 j:). 

Ces Tables ont été calculées en double, par M. W. Barrett Davis et 

par les calculateurs placés sous les ordres de M. Glaisher. Elles 

seront publiées avec une introduction de M. Cayley. 

Les Tables des fonctions elliptiques donneront les valeurs des 

quatre fonctions ^ et leurs logarithmes h huit décimales pour les 

arguments 

X = I", 2", . . ., go", 

/=:sini", sin2% ..., singo**. 
Ces Tables, qui sont à double entrée, renferment par conséquent 
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8 nombres pour chacun des 8x00 arguments, en tout 64800 nom- 
bres. Huit calculateurs ont été employés à ce travail sous la direc- 
tion de M. James Glaisber et du Rapporteur ; on espérait qu'elles 
seraient acbevées dans le courant de Tannée 1874- Elles seront pré- 
cédées d'une introduction dans laquelle MM. Gajley, Smith, 
Thomson et Stokes exposeront les usages variés auxquels se prê- 
tent les fonctions elliptiques. « La publication de ces Tables », dit 
M* Glaisher, <( ouvrira aux applications pratiques une vaste et fertile 
province du domaine de l'Analyse. » 

Il faut regretter qu'on n'ait pas adopté, pour ces Tables, la di- 
vision décimale du quadrant, qui en aurait beaucoup facilité l'usage. 
Au reste, l'emploi de l'ancienne division n'est pas le seul inconvé- 
nient qu'elles offrent. Il est à craindre que ces Tables à double 
entrée ne soient d'un usage peu commode, l'interpolation de pa- 
reilles Tables étant plus difficile que le calcul direct à l'aide des 
formules que l'on possède maintenant. Ce qui serait très-utile, ce 
seraient des Tables à simple entrée, donnant les valeurs de K, E, 
^,. • . , en fonction du module; avec cela et de bonnes Tables des 
fonctions hyperboliques, le calcul des fonctions ^ se ferait proba- 
blement dans tous les cas avec presque autant de rapidité que la 
recherche d'un nombre par interpolation simple. R. Radau. 

OUVRAGES OMIS DANS LE RAPPORT DU COMITÉ DES TABLES. 

BuRGi (Jobst). — Arithmetische und geometrische Progress Tabule n, sambt 
grundlichen Unterriclu^ me solche nûtzlich in allerley Rechnungen zu ge- 
brauchen und verstanden werden sol, — Gredruckl in der alten Sladt Prag, 
im Jahr 1620. — In-4*, de 7 ^ feuilles. (Cité par Kastner. Les nombres sont 
imprimés en noir, les logarithmes en rouge. Voir à ce sujet un Mémoire do 
M. Gieswald, publié vers i856 dans VJrchh de Grunert,etciléà la page 71 
du Rapport). 

Baudusson. — Le Rapporteur exact ou Table des cordes, etc. 4* édition. — 
Paris, 1861. 

Bouche. — Notice sur les usages dUin nouveau système de logarithmes. In- 8°, 
avec une planche. —Angers, 1859. (Log. graphiques.) 

Garr (Rev. John). — A Synopsis of Practical Philosophy, — London, i843. 

Noël Durret. — Tabulœ Richelianiœ, 1641. (Log. népériens.) 

Etienne. — Tables des racines carrées^ i852. 

GosSART. — Table des carrés de i à 100 millions, au moyen de laquelle on où' 
tient des produits exacts, etc., i865. 
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Hertzkr. — Mathemaiisehe Tabelien. — Berlin, 1864. 

Hquel. — Recueil de formules et de Tables numériques, In-S**. — Paris, i866. 
(Contient 19 Tables de logarithmes et d'autres fonctions telles que les fonc- 
tions hyperboliques, elliptiques, etc., et une excellente Introduction; le Rap- 
porteur y aurait trouvé d'utiles renseignements et Taccomplissement de 
quelques-uns des desiderata qu'il signale.) 

RilsTER. — Tabelle der Sinus und Cosinus , etc. In-fol. — Muhlhausen, 1868. 

Le Besgue. -— Table des plus petits diviseurs de i à 2i5ooo.' — Tables d* in- 
itiées pour les nombres premiers < 200. 

Oyon. — Tables de multiplication, a vol. in-4°. 4* édition. — Paris, 1864. 

PRESTET. — Éléments de Mathématiques^ 1689. (Log. de i à 20000.) 

ScHWBiZER. — Quadrattafeln, — Mitau, 1862. 

Tables de logarithmes. A 27 décimales : FédorTboman, 1867. 

A 7 décimales : Caillot, 1848; Croizet; Luvlni, i865; Matzek, 1861; Querret, 
i83o; Vega (i'* édition), 1783. 

A 6 décimales : Bouguer, Bezout; Caillot, i858, 1872; Guépratte; Hieri, i85i; 
Marie et Lalande, 1760; Plauzoles, 1809, i83o; Queipo, i863, 1876; Riihlmann 
(7* édition), i865; Stampfer, i852. 

A 5 décimales : August, 1846 (6* édition, i865); Bourget et René, 1864; 
Delagrive, 1806; F.-G. Gauss, 1870; Gernerth, 1866; Hahn, 1823 ; Keith, 1826; 
Ligowski, 1867; Lukas, 1860; Lutter, 1866; Meldola, i84o; Midy (Tables près-- 
iinventives), i83o; Nell, 1866; Oeltzen (anfilogarithmes), 1866; Picarte; de 
Prasse et Mollweide, 1821; Westphal, 1821; Wittstein, 1869; R. Wolf, 1860. 

A 4 décimales : Houel, 1866; Schoder, 1869; WitUtein ; Wild ; Zech, 1864. 
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REVUE DES PUBLICATIONS PERIODIQUES. 
JOURNAL PÔR DIB RBiNB UND ANGEWANDTB Mathbmatik, herausgegebeu von 

C.-W. BORCHARDT (*). 

T. LXXX; 1875. 

KowALEVSKY (Sophîe von). — Sur la théorie des équations aux 
dijfférences partielles . ( 3 a p . ) 

M™* de Kowalevsky, native de Russie, ayant fini ses études de 
Mathématiques auprès de M. Weierstrass, a publié ce Mémoire 
comme dissertation inaugurale pour obtenir par là le grade de 

('} Voir B^tUetin, t. IX, p. 176. 
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docteur auprès de la Faculté de Philosophie de l'Université de 
Gottingue (*). 

Au commencement de ce savant Mémoire, on trouve les théorèmes 
fondamentaux sur Texistence de séries de puissances (Potenzrei- 
hen), qui satisfout comme intégrales aux équations différentielles 
ordinaires, théorèmes empruntés, dans la forme où ils sont énoncés, 
aux cours de M. Weierstrass. Les recherches de M™" de Kowa- 
levsky ont pour objet de répondre à la question, si les théorèmes 
qui servent de base à la théorie des équations dilférentielles ordi- 
naires admettent une généralisation pour les équations algébriques 
aux différences partielles. 

Le premier paragraphe traite de n équations différentielles li- 
néaires homogènes contenant /z fonctions indéterminées et r-|-i 
variables indépendantes. Le deuxième s'occupe d'une équation dif- 
férentielle d'ordre n contenant une fonction indéterminée cf et 
r+i variables indépendantes. La recherche se restreint d'abord 
au cas dit normal^ où une quelconque des dérivées d'ordre fz, soit 

-T-5-, est réellement contenue dans l'équation différentielle. Le 

troisième paragraphe montre la réduction du cas général au cas 
normal, et enfin le quatrième roule sur le problème général de 
déterminer m fonctions analytiques cpi, . . . , Gp„ des r -f- i variables 
a:, OTi, • . . , J:^rî quand on se donne un système de m équations algé- 
briques aux différences partielles, qui est de l'ordre /i, par rapport 
à 9.. 

M™® de Kowalevsky prouve qu'en général il est possible de 
trouver des développements en séries de puissances^ cependant il 
y a des exceptions et des précautions dout il faut user, mais que 
nous ne pourrions pas détailler sans dépasser de beaucoup les limites 
d'un simple compte rendu. 

CoMBEscuRE (Ed.). — Suv quelqucs systèmes particuliers d'é- 
quations dijfférentielles. (20 p. ^ fr.) 

Ce Mémoire comprend six paragraphes : § i . Remarques géné- 



( *) Du temps de la publication (1874), il n'était pas encore nécessaire d'y passer un 
examen oral; il suffisait d'avoir fait des études régulières et de présenter un Mémoire 
scientifique. Depuis, les règlements de cette Université ayant été changés, la promotion 
in absentia n'y est plus permise. 
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raies. (Sur un système d'êquatîons différentielles du premier ordre.) 
§ 2. Cas des équations linéaires. Etant donnée une intégrale d'un 
système d'équations linéaires homogènes et une solution particu- 
lière de ce système, on peut en déduire le tout ou partie des inté- 
grales de ce système. §'3. Problème de Géométrie : «Etant donnée 
une courbe (x^ x^^ x»), située sur une surface du second ordre, 
aussi donnée, 

a; a] a] 

trouver une autre courbe (Xi, X,, Xj), située sur la même sur- 
face, telle qUe ses tangentes soient respectivement parallèles aux 
tangentes successives delà première. » § 4. Problème de Mécanique : 
« Détermination des cosinus des angles que font trois axes rectangu- 
laires mobiles avec trois axes rectangulaires fixes, quand on connaît 
en fonction du temps les composantes de rotation du système autour 
de chacun des axes mobiles. » § 5. Problème d'Analyse : <( Le système 
d'équations différentielles proposé est le suivant : 

ai X, -t- a, Xa 4- a^ X» -r- a^X^ = A, 

rfXi r/Xj rfXs d\i 

«, ~" a, Oi «4 

n,, £!(, ^s, ^4, h étant des fonctions données quelconques d'une va- 
riable indépendante t. » § 6. Digression relative à un système parti- 
culier d'équations algébriques. 

RosANEs. — Sur la transformation d'une forme quadratique 
en elle-même. (21 p.) 

La généralisation du problème de la substitution orthogonale 
conduit au problème traité par M. Hermite, tome LXVII de ce 
Journal, et qui consiste à déterminer les coefficients d'une substitu- 
tion linéaire, de sorte qu'une forme générale quadratique f(x) soit 
transformée en elle-même, soit en y(X). Dans le Mémoire que 
M. Hermite a consacré à cet objet, il a réussi à établir pour une 
forme ternaire y(x) les neuf coefficients de substitution, formés des 
six coefficients de f{x) et de trois constantes arbitraires. C'est 
pourquoi M. Rosanes désigne une telle substitution sous le nom de 
substitution d' Hermite [Hermite' sche Substitution), Mais, tandis 
que le problème delà substitution orthogonale mène à des équations 
où entrent les seuls coefficients c^ de la substitution, on ne rencontre 
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dans la substitution d'Hermite, au premier abord, que des relations 
entre les coefficients «c^ et ceux de la forme proposée. Cependant, 
après avoir remarqué que Téquation, dile fondamentale, de la sub- 
stitution devient réciproque, on entrevoit la possibilité d'établir une 
détermination de la notion de substitution d'Hermite indépendam- 
ment de la forme quadratique individuelle. 

Ayant trouvé ce point de vue, M. Rosanes représente la substi- 
tution qui transforme une forme quadratique en elle-même, sous 
une forme qui la caractérise distinctement et qui en fait reconnaître 
aisément la propriété essentielle. De plus, il montre que le système 
des coefficients c^, qui ne sont pas indépendants les uns des autres, 
admet une représentation simple, non pas au moyen du nombre 
nécessaire des grandeurs indépendantes, mais par un nombre supé- 
rieur à celui-là. Enfin, dans la dernière Partie du Mémoire, on 
trouve une méthode développée pour résoudre le problème : « Etant 
donnée une substitution d'Hermite, déduire d'une forme adjointe 
f{x) successivement d'autres formes qui puissent être transformées 
aussi en elles-mêmes par cette substitution ». 

GuNDELFiNGER (S.). — Sur le sjstèmc simultané de trois formes 
quadratiques ternaires. (i3 p.) 

■Ce Mémoire développe d'abord les résidtats obtenus par M. Her- 
mite (t. LVIIdu même Journal), sur la représentation typique de 
trois formes quadratiques ternaires, résultats qui n'avaient pas 
encore été démontrés jusqu'à présent. Pour cela, les coefficients de 
la forme cubique ternaire dont les dérivées partielles représentent 
les formes données quand on y introduit certaines nouvelles varia- 
blés sont exprimés d'une manière simple par onze invariants fon- 
damentaux. Alors M. Gundelfinger étudie, à Taide de la représen- 
tation typique, les relations entre les formes du système, et il fait 
voir que presque tous les théorèmes relatifs à des formes cubiques 
ternaires se transforment immédiatement en d'autres sur trois 
formes quadratiques \ par exemple, il s'ensuit que « tous les inva- 
riants du système, qui jouissent de la propriété des combinants, 
sont des fonctions entières de deux d'entre eux ». A la fin on ren- 
contre quelques applications aux réseaux de surfaces du second ordre. 

ScHENDEL (L.) . — Sur la théorie des fonctions sphérigues, (9 p.) 
Définition des fonctions de Laplace au moyen de dérivées, et 
développement rapide des formules principales. 
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ScHEUDÈL (L,). — Sur un déifeloppement en fraction continue. 

(» p.) 

Mathieu (Em.) — Mémoire sur les inégalités séculaires des 
grands axes des orbites des planètes. (3i p.^ fr.) 

ce Laplace démontra d'abord que les grands axes ne sont sou- 
mis à aucune variation séculaire, si l'on néglige les termes du 
troisième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons 
supposées très-petites. Lagrange prouva ensuite que cette proposi- 
tion a lieu, quelque loin que l'on pousse l'approximation, et par con- 
quent aussi pour des excentricités et des inclinaisons arbitraires. 

» Toutefois, les démonstrations de Laplace et Lagrange suppo- 
sent encore que l'on néglige les termes de la fonction perturbatrice 
multipliés par les carrés et les produits des masses. Poisson, dans 
le Journal de l'Ecole Polytechnique (XV® Cahier), a ensuite dé- 
montré que le théorème est également vrai, quand on a égard aux 
termes de la fonction perturbatrice du second ordre par rapport aux 
masses. • • • 

» Maintenant que l'on sait que les grands axes des orbites des 
planètes ne sont soumis à aucune variation séculaire, quand on 
néglige les termes du troisième ordre par rapport aux masses per- 
turbatrices, il reste à se demander si le théorème est encore vrai, 
lorsqu'on tient compta de tous les ordres suivants, et si par con- 
séquent les valeurs des grands axes oscilleront éternellement autour 
d'une valeur moyenne, en admettant que le système planétaire ne 
soit dérangé par aucune cause extérieure. 

» Dans le Mémoire qui suit, je ne suis pas parvenu à traiter en- 
tièrement cette question -, mais, après avoir retrouvé le résultat ob- 
tenu par Poisson, je vais plus loin et je démontre que l'inverse du 
grand axe d'une planète n'est sujet à aucune inégalité séculaire, en 
ayant égard à tous les termes jusqu'au troisième ordre inclusive- 
ment. • • • » 

Sturm (R.)- — Suite des recherches sur les courbes gauches 
cubiques. (22 p.) 

JNous avons déjà signalé ce Mémoire [Bulletin, t. IX, p. 180), à 
l'occasion du premier travail de M. Sturm. En comptant d'une ma- 
nière habile le nombre des courbes gauches cubiques déterminées 
par des éléments donnés, M. Sturm a obtenu les caractéristiques 
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dans difiërents cas remarquables : c'est pourquoi nous ajoutons ici 
le tableau où il a réuni les nombres trouvés par lui dans ses deux 
Mémoires. • 

Soient xP la condition signifiant que la courbe passe par x points; 
XJ, qu'elle a x droites pour cordes \ xl^ qu'elle est rencontrée une 
fois par chacune des x droites; xtt^ qu'elle toucbe x plans ; tt', qu'il 
y a osculation entre elle et un plan; t:/, qu'elle touche un plan sur 
une droite : alors le tableau suivant donne le nombre des courbes 
gauches cubiques qui satisfont aux conditions écrites dans les pa- 
renthèses : 

(6P)= «, 

(5P, i«) = i, (5P,2Z)= 5, (5P, iZ, i7r) = io, 

{4P,2«) = o, (4P, i*,2/)= 4, (4P, i«, i/, i7r)= 8, 

(3P, 3«) = i, (3P,2«,2/)= 4, (3P,2«, i/, i7r)= 8, 

(2P, 4«) = i, (2P, 35, 2/)= 6, (2P, 35, i/, itt) = 12, 

(lP,55) = I, (lP,45,2/)= 9, (lP,45, l/, I7r)=l8, 

(65) =6. (55, 2/) = 20. (55, i/, itt) =4o• 

(5P,27r)=2o, (5P,7r')= 6, (5P,7r/)=:3, 

(4P, 15, 271) = 16, (4P, 15,71*)= 3, (4P, I5,7r/)=3, 
(3P, 25, 27r)= 16, (3P, 25, 7r')= 3, (3P, 25, 7r/) = 2, 
(2P, 35, 271) =24, (2P,35,7r»)= 6, ( 2P, 35, ttZ) = 3, 

(iP, 45, 271) = 36, (iP,45,7r')= 6, (iP,45,7r/) = 6, 

(55, 27r)=8o. (55, 7r*) = 2i. (55, 7r/) = 7, 

JiJRGEifs (E.). — La forme des intégrales des équations dijffé- 
rentielles linéaires, (19 p.) 

Par une nouvelle voie, M. Jûrgens déduit les résultats obtenus 
par M. Hamburger dans un Mémoire dont nous avons rendu compte 
{Bulletin, t. V, p. 288). De plus, il examine la nature des équa- 
tions diflTérentielles d'ordre inférieur qui ont toutes leurs intégrales 
communes avec l'équation différentielle proposée. En même temps 
cette recherche fait voir la connexion intime qui existe, vu la pré- 
sence de puissances du logarithme dans les intégrales, entre une 
équation différentielle et l'équation correspondante du multiplica- 
teur. • 

Pasch. — Sur la théorie du déterminant hessien. (8p.) 

Si, au moyen d'une substitution linéaire, une forme homogène 
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peut être transformée eu une autre qui ne dépend pas de toutes les 
nouvelles variables, il faut que le déterminant de la forme s'éva- 
nouisse identiquement-, niais les recherches de Hesse (t. XLII et 
LVI du même Journal) n'ont pas montré Tinverse, c'est-à-dire 
jusqu'où la possibilité d'une telle transformation dépend de la pro- 
priété du déterminant de s'évanouir. Après avoir développé quel- 
ques relations qui se rapportent au déterminant hessien, M. Pascli 
décide la question pour les formes cubiques à trois ou quatre va- 
riables, en examinant tout à la fois les cas spéciaux qui s'y pré- 
sentent. 

Pasch. — Note sur les déterminants formés de fonctions et des 
dériifées de ces fonctions, (6p.) 

Démonstration purement algébrique du théorème connu : 
<c Si le déterminant des fonctionsy*!, . • . , y^, 

s'évanouit pour toute valeur de x, tous les déterminants de l'ordre 

}. du système 

df, d'f, d>f, 



/. 



dx dx^ dx* 



••• ••• ••• ••• 



dj\ djf{ djf, 
|-^^ dx dx^ dx"" 

s'annulent pour toute valeur de x. Généralisation du résultat. » 

Frobekius (G.). — Sur des équations différentielles linéaires 
qui admettent des intégrales algébriques, (i i p.) 

Au commencement, M. Frobenius établit ce théorème : (c Si 
toutes les intégrales d'une équation différentielle linéaire et homo- 
gène, à coefficients uniformes, sont des fonctions algébriques, elle 
possède une intégrale au moyen de laquelle toutes les autres peu- 
vent être exprimées rationnellement. » Ce théorème donne lieu à 
la question inverse ou à ce problème : « Trouver toutes les fonctions j 
qui satisfassent à une équation différentielle de la forme proposée, 
lorsque les intégrales, n'étant pas toutes des fonctions algébriques, 
peuvent pourtant être exprimées rationnellement en ^ » . La recherche 
montre qu'une équation différentielle de la forme proposée est 

BuU. des Sciences mathém, et astron,, t. XI. (Juillet 187O.) 3 
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algébriquement intégrable quand elle possède une intégrale an 
moyen de laquelle toutes les autres peuvent être exprimées ration- 
nellement, à moins que cette intégrale n^ait une des deux formes 
caractérisées dans le Mémoire. Le résultat se prête à un énoncé 
élégant dans un cas important, savoir : a Si une équation diilërentielle 
linéaire irréductible, de la forme proposée et d'ordre supérieur au 
second, possède une intégrale k Taide de laquelle toutes les autres 
peuvent être exprimées rationnellement, toutes les intégrales en 
sont des fonctions algébriques ». 

ScHELLBACH. — CoTistructioTi de la trajectoire d'un point attiré 
vers un point fixe d'après la loi de Newton. (lo p.) 

Après avoir développé d'une manière rapide les formules les plus 
importantes qui servent à intégrer les équations différentielles du 
mouvement planétaire, M. Schellbach donne cette construction 
très-élégante de Torbite : 

Soient F le point fixe attirant, C le point mobile attiré, k l'ac- 
célération imprimée par le point F au point C à Fimitéde distance, 
%f^ la grandeur de la vitesse initiale, (f la longueur de la perpendi- 
culaire abaissée de F sur la direction de la vitesse initiale passant 

k 
par C. Tirez FC, coupez-en la longueur FP = g'=:-7— , » faites 

PV= Vf' et normale à la direction de la vitesse initiale, et joignez 
FV^ FV sera la direction du grand axe de la trajectoire; l'autre 
foyer F' se construira donc facilement. La courbe sera une ellipse, 
une hyperbole ou une parabole, suivant que le point V sera à Tinté- 
rieur, à l'extérieur ou sur la périphérie d'un cercle décrit autour 
de F comme centre, avec FP comme rayon. D'ailleurs, la droite 
qui joint V à l'intersection R d'un rayon vecteur FR' (R' étant sur 
la trajectoire), c'est-à-dire VR, est tout à la fois la vitesse du point 
mobile lorsqu'il passe par le point R'. 

PopoFF. — Sur le déi^eloppement en une série d* exponentielles. 
(i p.; fr.) 

Correspondance mathématique entre Legendre et Jacobi. ( yS p.) 
Réimprimée dans leBulletin^l. VIII, p. 287 ; t. IX, p. 38, 5i eti 26. 

ScHWARZ (H.-A.). — Mélanges sur la question des surfaces 
minima, (21p.) 

Ces mélanges sont une réimpression d'articles du Vierteljalir* 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 35 

schrift lier Natuvforschenden Gcsellscliaft in Zurich. Ils donnent 
dans dix articles les résultats auxquels est parvenu M. Schwarz par 
ses études sur diflerents points de la théorie des surfaces mi ni ma. 
M. Fiedler a ajouté un abrégé de ces recherches à l'édition alle- 
mande de la Géométrie à trois dimensions de M. Salmon : I. Dé- 
monstration de quelques théorèmes de M. Ossian Bonnet, qui sont 
intimement liés à la représentation conforme de ces surfaces. 

II. Formules générales pour les coordonnées d'une surface minimum. 

III. Surfaces minima qu'on engendre en déformant par la flexion 
une surface minimum donnée. IV. Aire de la surface d'un certain 
cône comparée à celle d'une partie de la surface minimum. V. Dé- 
terminer analytiquement une surface minimum passaut par une 
ligne analytique donnée, et possédant en chaque point de cette ligne 
MUQ normale donnée dont la direction varie tout le long de la ligne 
suivant une loi analytique donnée. Exemples. VI. Remarque histo- 
rique sur le problème où une ligne fermée L est le contour d'une 
partie de la surface minimum qui ne présente pas de singularités 
en dedans de la ligne L. VII. Surfaces minima applicables à des 
surfaces de rotation. VIII. Surfaces minima qui contiennent un 
faisceau de lignes données. IX. Tracer sur une surface minimum 
donnée des contours fermés, tels que la partie renfermée soit elle- 
même un minimum entre toutes les surfaces qui passent par le 
contour. X. Sur le nombre de solutions du problème VI. 

Schwarz (H.-A.). — Sur les surfaces minima qui sont en^elop^ 
pées par un faisceau de cônes du second ordre, (i4 p.) 

Le Mémoire s'occupe d'abord de ce problème : «Déterminer toutes 
les surfaces minima qui sont enveloppées par un faisceau de cônes 
concycliques (c'est-à-dire dont les sections circulaires sont situées 
sur les deux mêmes faisceaux de plans parallèles) », et la seconde 
partie du travail prouve qu'il n'y a pas d'autres surfaces minima 
jouissant de la propriété d'être enveloppées par un faisceau de 
cônes du second ordre. 

Meyer (O.-E.). — Addition au Mémoire sur la théorie du 
frottement intérieur, t. LXXVIII de ce Journal, (a p.) 

Frobenics (G.). — Sur les intégrales régulières des équations 
différentielles linéaires. (17 p.) 

Les intégrales d'une équation dillérentielle linéaire dont les coef- 

3. 
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(leients sont des fonctions analytiques uniformes dans le vmsâiage 
d'un point xéro sont de la forme 

x'[ii, { log JT )* -h tf, ( log JT )*-* H- . . . H- «4], 

où i/f, i/| , • . . , Ui peuvent être développés suivant des paissanoes 
de X à exposants entiers positifs ou n^atifs ; ou bien les intégrales 
sont des agrégats linéaires de plusieurs expmsions de cette ferme. 
Les coefficients de ces séries n'ont été déterminés jnsqu^â present 
que lorsqu'ils contiennent seulement un nombre fini de puissances 
de la variable à exposants n^atifs. C'est pourquoi de tdles inté- 
grales ont été nommées régulières par M. Thomé [Joum., t.LXXV; 
Bull,, t. rV, p. 237). Après M. Fuchs, qui avait déjà entrepris l'é- 
tude des équations diflerentielles lihéaires qui n'admettent qae 
des intégrales régulières, M. Thomé avait étendu ses recherches 
aux équations difierentielles qui parmi leurs intégrales en ont qnd- 
ques-unes de régulières, et il était parvenu à des résultats remar- 
quables. M. Frobenius avait un peu plus tard introduit la notion de 
l'irréductibilité dans la théorie des équations diflerentielles linéaires. 
Secondé par cette nouvelle idée, il reprend ici la question traitée 
par M. Thomé, et de là il réussit à déduire presque sans calcul 
quelques-uns des théorèmes de M. Thomé. 

Sturm (R.). — Addition aux recher cites sur les courbes cubi- 
ques gauches, (i p.) 

Remarque sur le droit de priorité. 

Table des matières des tomes LXXI-LXXX. (10 p.) 

T. LXXXI; 1876. 

Thomé (L.-W.). — Sur la théorie des équations différentielles 
linéaires [suite (')]. (Sa p.) 

M. Thomé, dont les recherches antérieures sur les équations diffé- 
rentielles linéaires ont été publiées dans les tomes LXXTV-LXXVIII 
du même Journal, continue à en étudier les propriétés ; en particu- 
lier il s'occupe maintenant de la question suivante : a Etant donnée 
une équation difierentielle linéaire homogène à coefficients ration- 
nels, à quelles conditions doit-elle satisfaire pour qu'elle contienne 

(') Foir t. 78. — Bulletin, t. VII. p. 950. 
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les intégrales d'un autre d'ordre inférieur, à coefficients rationnels et 
qui ne possède que des intégrales régulières?» Ce qui fait le progrès 
essentiel du nouveau Mémoire comparé à celui du tome LXXVIU, 
c'est que l'équation différentielle cherchée peut avoir des points 
singuliers quelconques ('). M.Thomé réussit à établir ces résultats 
généraux : 

Si, dans l'équation différentielle proposée, les indices caractéris- 
tiques (') sont soumis à la seule condition de satisfaire à l'inégalité 
o ^ A <^m, où A est le plus grand des indices, m l'ordre de l'équa- 
tion différentielle, il ne peut exister qu'une équation différentielle 
d'ordre m — hk coefficients rationnels et dont les intégrales, étant 
toutes régulières, soient comprises parmi celles de l'équation donnée. 
Le Mémoire actuel apprend à rechercher si cette équation différente 
existe et quelle elle est. 

Toute la recherche tend à remplacer l'équation différentielle 
proposée 

par le système 

ou bien à faire 

(3) F.(j,x)=/,(F._^,:r), 

F«»^(^', x) étant l'équation différentielle cherchée. 

Pour découvrir les points singuliers de l'équation différentielle 
F«_A = o qui ne reviennent pas dans l'équation différentielle 
donnée F« = o, l'auteur observe que ce sont des points non cssen^ 
tiellement singuliers^ c'est-à-dire où les intégrales de l'équation 
différentielle restent toutes uniformes et finies^ et que d'ailleurs, 
d'après un théorème de M. Fuchs (t. LXVIII du Journal), le pro- 

(') Rappelons la définition des points singuliers dans la théorie des équations dif- 
féreotielles linéaires : ce sont les points du plan de construction où ks coefficients 
de réquation diflerentielle cessent d'être finis. 

(•) Voir Bulletin, i, IV, p. 238. 
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duit du premier coefficient de réquation différentielle par x — a 
devient pour a: = a un nombre entier négatif dans un point non 
essentiellement singulier. Si Ton décompose alors le coefficient p-f^ 

en fractions simples, soit \ ^ la partie de ce coefficient qui pro- 






vient du point singulier cherché, alors le produit TT [x — a,) 

devient une fonction entière et rationnelle. 

Pour un point singulier dont Tindice caractéristique h est supé- 
rieur à zéro, le développement formel de la grandeur ^J** peut se 
déduiredesméquationspourlescoefficients^,^^*^ et g^^"*~*^, lesquelles 
résultent de l'équation (3 ) quand on égale les coefficients des dérivées 
de même ordre 5 on peut donc en tirer la détermination des coeffi- 
cients de la fonction entière et rationnelle que nous venons de men- 
tionner, pi^^ ayant été ainsi complètement déterminé, les autres quan- 
tités/;^*^ et g^f"*"*) se déduisent d'un certain nombre des m équations 
d'une seule manière. La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une solution du problème soit possible demande enfin que les 
valeurs trouvées pour les /7^'*^ et les g^("»~*) satisfassent aussi aux autres 
de ces équations. 

P0CHHA.MMER (L.). — Contribution à la théorie de la flexion 
du cylindre à base circulaire. ( 29 p.) 

Le problème de la flexion d'un cylindre, après avoir été traité 
par beaucoup d'éminents géomètres, a été résolu dans un certain 
sens parNavier; M. de Saint- Venant a complété les formules de 
son célèbre prédécesseur, et les valeurs qu'il établit pour les dépla- 
cements sont, en effet, des solutions des trois équations aux dîfleren- 
tielles partielles qui régissent les déformations des corps solides à 
élasticité constante. Enfin M. KirchhoUT a développé la solution 
exacte pour un cylindre infiniment mince. 

Actuellement M. Pochhammer a repris ce problème, parce que 
les hypothèses d'où Navier est parti dans sa déduction n'ont pas 
été vérifiées par un exemple, qui, tout en se bornant à des dimen- 
sions finies, ait été traité par l'Analyse mathématique. Le cas du 
cylindre solide qu'il a choisi pour sujet du présent Mémoire per- 
met d'obtenir, par l'intégration complète des trois équations dillé- 
renlicjlcs de Télasticité, les déformations que produit la flexion à 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 39 

rintérleur. Les calculs confirment en général la théorie de Navier, 
en montrant que ses hypothèses constituent une approximation de 
premier ordre. 

Ce problème spécial a été déjà soumis à l'Analyse dans un tra- 
vail de Lamé et Clapeyron [Mémoire sur l' équilibre intérieur des 
corps solides homogènes. — Journal de Crelle, t. 7) ; cependant 
on n'y trouve que les idées générales qui président au calcul , et 
les lois de la flexion n'y ont point été développées. Dans ses Le- 
çons sur la théorie mathématique de l'élasticité. Lamé n'a pas 
reproduit sa solution, et il semble que la complication inhérente à 
sa première manière de traiter le problème l'ait empêché d'y reve- 
nir plus tard. Toutefois il faut avouer que les travaux prépara- 
toires étaient donnés par le Mémoire de Lamé et Clapeyron ^ la mé- 
thode d'intégration qu'a suivie M. Pochhammer se rattache à celle 
qui a été développée par Lamé à propos de la question de l'équi- 
libre d'élasticité des enveloppes sphériques. 

M. Pochhammer divise son sujet en trois Parties : la première 
comprend l'intégration générale^ dans la deuxième, il détermine 
les constantes arbitraires par les forces données qui sollicitent la 
surface du solide ^ la troisième s'occupe de formtdes d'approxima- 
tion. Pour plus de facilité, il décompose le problème en trois autres 
plus simples. Il considère les cas où la surface du cylindre est sol- 
licitée seulement : i** par des forces normales^ 2** par des forces 
tangentielles et normales à l'axe du cylindre \ 3® par des forces tan- 
gentielles et parallèles à l'axe. Le premier de ces trois problèmes 
spéciaux explique déjà les phénomènes (proprement dits) de flexion^ 
car les formules d'approximation du deuxième deviennent, abstrac- 
tion faite d'une simple torsion, identiques à celles du premier, et 
le troisième ne fournit qu'une ilexion secondaire. C'est pourquoi les 
calculs approchés de la troisième Partie ont été limités au premier 
problème. Le système des expressions obtenues par là pour les dé- 
placements est analogue à celui qu^a développé M. de Saint-Yenant 
pour le cylindre à section normale circulaire ; mais les fonctions 
qui y entrent sont plus générales. Enfin deux exemples ont été trai- 
tés où la ligne élastique se réduit, dans une première approxima- 
tion, aux paraboles connues du troisième et du quatrième ordre. 

Oberbeck (L.). — Sur les mouv^ements permanents d'un fluide 
quand on a égard au frottement intérieur, ( 19 p.) 

Les équations différentielles générales de l'Hydrodynamique qui 
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ne négligent pas le frottement intérieur ont été employées jusqu'à 
présent presque exclusivement lorsqu'il s'agissait de résoudre les 
problèmes de déterminer par l'expérience les valeurs numériques 
des constantes de frottement. En général, c'est en renonçant au frot- 
tement intérieur qu'on a abordé les nombreuses questions de l'Hy- 
drodynamique qui ont été examinées. Parmi ces problèmes, il y a 
un certain genre de mouvements qu'on peut désigner sous le nom 
de courants influencés par des corps solides dans le fluide. Cespro- 
blêmes ont été l'objet des spéculations d'éminents géomètres alle- 
mands, tels que Diriclilet, Clebsch, Kîrcbhoff. M. Oberbeck a 
trouvé qu'une partie de ces problèmes reste accessible à l'Analyse 
quand on part des équations différentielles générales. 

Si le mouvement d'un fluide , abstraction faite du frottement , 
admet un potentiel de la vitesse, et que ce potentiel soit déterminé, 
il faut seulement, pour introduire le frottement, ajouter aux com- 
posantes de la vitesse déjà trouvées les intégrales des équations 
différentielles hydrodynamiques qui correspondent aux mouvements 
de tourbillon et qui ont été traitées par MM. Helmholtz et Stefan. 
Alors les fonctions arbitraires qui y entrent peuvent souvent être 
déterminées à l'aide du potentiel de la vitesse, par les conditions à 
la surface. 

De cette manière, l'auteur a traité quelques problèmes d'Hydro- 
dynamique où, quand on ne tient pas compte du frottement, les 
composantes de la vitesse peuvent être exprimées par les dérivées 
d'une même fonction. Cette fonction a été supposée indépendante 
du temps, c'est-à-dire que l'on suppose le mouvement devenu per- 
manent. La question posée est toujours la suivante : ce Etant données 
les hypothèses sur le potentiel de la vitesse et sur les limites du 
fluide, quelles quantités faut-il ajouter aux composantes primitives 
de la vitesse quand on veut introduire aussi le frottement? » Parmi 
les différents problèmes du Mémoire, signalons surtout l'exemple 
d*une sphère flxe dans un fluide illimité. 

Thomas (J.). — Sur la réduction de l'intégrale elliptique 
f{siiiSLm.uy''du. (12 p.) 

M. Tbomae s'est proposé de chercher une formule pour l'intégrale 

r \x'dx , , , . , rx^'dx 

I ^ analos;ue a la lormule pour i — =rr== nu 

J sjx[x^x){i-kx) ^ J^i^x'^'^ 

trouve dans tous les Cours d'Analyse. Mais il découvre qu'il n'est 
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g[aère possible d'établir des formules finies, parce que les séries liy- 
pergéométriques qui entrent dans les formules de réduction ne se 
prêtent pas bien à une expression simple au moyen de leurs argu- 
tnents. Néanmoins, quoique ainsi l'évaluation numérique des in- 
tégrales ne soit pas avancée par ses formule9, M. Thomae les croit 
Kssez intéressantes pour les communiquer : car elles démontrent 
l'importance de l'intégration des formules récurrentes, etleurs coeffi- 
cients sont en même temps les modules de périodicité d'intégrales 
elliptiques de seconde espèce. D'ailleurs l'auteur cherche à s'ap- 
procher d'expressions finies en donnant les coefficients coipme nu- 
mérateurs des fractions réduites d'une fraction continue. 

Hermite (Ch.). — Extrait d'une lettre à M, Borchardt. Sur 
tes nombres de Bernoulli, (3 p.^ fr.) 

BoLTZMÀNKT (L.). — Remarque relative au Mémoire de 
91. O.-E. Meyer sur le frottement intérieur, (i p.) 

FucHS (L.). — Sur les équations différentielles linéaires du 
lecond ordre qui possèdent des intégrales algébriques, et sur une 
fioui^elle application de la théorie des ins^ariants. (46 p.) 

Voici le point de départ du nouveau Mémoire de M. Fuchs : 
Soient JuJ\ les termes d'un système fondamental d'intégrales de 
l'équation diiférentielle proposée^ toute autre intégrale en sera une 
fonction linéaire homogène à coefficients constants; donc, si fi est 
une intégrale algébrique quelconque, toute fonction symétrique des 
différentes valeurs qu'admet fx sera une forme binaire des deux 
quantités ^1, ;^t. Cette forme binaire est une fonction rationnelle de 
la variable indépendante z. Toutefois, il se peut qu'elle soit une 
puissance d'une autre forme binaire \ par conséquent, il faut consi- 
dérer généralement les formes en^i et y^ qui représentent une ra- 
cine d'une fonction rationnelle de z. Nous en désignerons le com- 
plexe par 4>. 

Si une racine d'une fonction rationnelle satisfait à l'équation difle- 
rentielle, la forme linéaire est, de toutes les formes 4>, celle de l'ordre 
le moins élevé; donc, dans le cas général, il faut rechercher l'ordre 
le moins élevé N que puisse avoir une formule du complexe 4>, 

Or, si z décrit des contours fermés, j>^i et y^ se transforment en 
des fonctions linéaires homogènes et à coefficients constants de 
ji, ^t ; partant, les différentes valeurs qu'obtient une forme en 
7i et Yt par suite de ces mouvements résulteront de certaines sub- 
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stitutions linéaires opérées sur jxi y%' Cela étant, M. Fuchs dé- 
montre que les co variants d'une forme du complexe 4> représentent 
eux aussrdes racines de fonctions rationnelles; d'où il s'ensuit que 
les covariants de la forme de N**"* ordre dont les ordres sont infé- 
rieurs à N doivent tous s'évanouir identiquement. Il serait donc 
facile d'effectuer la détermination du nombre N, si l'on possédait 
la solution du problème, d'indiquer l'espèce des formes binaires de 
m**** ordre dont les covariants d'ordres inférieurs à m s'évanouissent 
tous identiquement; mais, comme il n'en est pas ainsi, l'auteur 
prend le chemin suivant pour déterminer N. 

Parmi toutes les racines d'une équation algébrique irréductible, 
nommons système radical réduit le système de celles dont le quo- 
tient n'est pas constant; et désignons par forme première toute 
forme du complexe 4> qui se compose des termes d'un tel système 
comme facteurs. Alors il en résulte que la forme de N'*"* ordre et 
en même temps son covariant hessien représentent des formes pre- 
mières. Et la forme que prend le covariant hessien du covariant 
hessien de la même forme amène à conclure que le nombre K 
n'est jamais supérieur à douze. Si l'on réduit encore davantage, on 
trouve qu'il ne faut attribuer à N qu'une des valeurs 2, 4) ^i S) i^f 
1 2 ; donc, si l'équation différentielle doit avoir une intégrale algé- 
brique, cette intégrale (c'est-à-dire une forme de premier ordre 
en j^, , j^,), ou une forme de ces mêmes intégrales dont le degré égale 
un des nombres a, 4? 6, 8, 10, la, est la racine d'une fonction ra- 
tionnelle. L'inverse de cette proposition a aussi lieu, à l'exception 
du cas de N= 2. 

Pour reconnaître s'il y a des formes qui représentent des racines 
de fonctions rationnelles, l'auteur prend deux voies différentes. La 
première nous conduit à la question de savoir si une racine d'une 
fonction rationnelle satisfait à une équation différentielle à coeffi- 
cients rationnels ; car on découvre que toute forme en j^, , j^ de 
l'ordre msatisfait à une certaineéquation différentielle linéaire à coeffi- 
cients rationnels de l'ordre m -+- r, et de là on tire la condition néces- 
saire et suffisante pour que l'équation différentielle donnée possèdedes 
intégrales algébriques. Il faut, en général, qu'une certaine équation 
différentielle linéaire à coefficients rationnels, dont l'ordre n'est pas 
supérieur à 12, soit satisfaite par la racine d'une fonction ration- 
nelle. La question de savoir si la racine d'une fonction rationnelle 
satisfait à une équation diflérentielle linéaire à coefficients ration- 
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nels se réduit au problème élémentaire de juger si un système d'é- 
quations linéaires a des solutions Unies. Au reste, M. Fuchs montre 
comment on peut parvenir à ce système d^équations linéaires sans 
établir en effet Téquation différentielle d'ordre N + i. 

La seconde voie revient à une étude directe de la forme enj^i, j„ 
lorsque z décrit les différents contours fermés. Pour cela, M. Fuchs 
tire parti des coefficients des relations linéaires homogènes qui lient 
les systèmes fondamentaux d'intégrales appartenant aux différents 
points singuliers d'une équation différentielle linéaire, relations 
qu'il a développées dans le tome 75 du Journal de Borckardt. 

La fin est consacrée au développement de quelques théorèmes 
spéciaux^ en voici un : « Qu'on réduise au plus petit dénominateur 
les nombres rationnels qui représentent les racines des équations 
fondamentales appartenant aux points singuliers et à l'hypothèse 

z = co de l'équation diflérentielle -r^ z=:T?y^ supposons qu'un 

quelconque des dénominateurs soit supérieur à dix : cette équation 
différentielle ne possédera pas d'intégrale algébrique , à moins que 
la racine d'une fonction rationnelle ne satisfasse à l'équation elle- 
même ou à l'équation différentielle linéaire en^*. » 

Caspary (F.). — La surface des centres de courbure dans le 
paraboloïde elliptique. (5o p.) 

Les surfaces des centres de courbure ont été souvent traitées par les 
géomètres \ en particulier, Clebsch a publié dans le Journal de Bor- 
chardt un Mémoire qui contient les résultats détaillés de ses recher- 
ches sur les surfaces des centres de courbures des surfaces du second 
ordre. Cependant l'absence de centre dans une surface du second 
ordre modifie et simplifie beaucoup les propriétés de ces surfaces, 
et c'est pourquoi la Faculté de Philosophie de l'Université de Berlin 
avait posé en 1874 ce problème de concours pour les étudiants : 

ce Etudier la surface des centres de courbure du paraboloïde el- 
liptique et de sa polaire réciproque, et rechercher exactement les 
propriétés correspondantes de ces deux surfaces. » 

Le prix a été décerné séparément à chacun des deux concurrents, 
MM. Caspary et Rohovsky. Plus tard, M. Caspary a complété ses 
études sur cet objet et a présenté ses résultats comme dissertation 
inaugurale à la même Faculté. Le fruit de ces travaux est le Mé- 
moire publié dans le Journal de Borckardt, et qui forme une véri- 
table monographie détaillée des propriétés de la surface des centres 



noas 



44 BULLETIN »ES SCIE5CMS 
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ifm exûiecfltre la sov^Ke et le p oMî Mf des 




S S. Dfdoctioa d «Be êqmatîaB CsadaaaCale pmv la red^rdie 
ri la difcnsÂoB ^e la f frfj-i ^ J-t c^atvvs. 

S 3. RelatioBS dlavaiHaats. ReprcscAlaciQS et la S Mfa cc des 
cimtres sous la fbr^« fiaale F ( j-, r, r ) = »7 U* — 8 VW* = o. 

f 4. Redierclie des poiats de la swCni e JTam Vitm pe«t moier 
trcttft ttoroules ootAcâdaMtcs : plans taBceats sâ^nBers cl courbes 
BBTi ani leiqneUes ils covpeat et foflift. 

5 5. 1* Points de la sauCm e d*M Vom pc«t tirer des Bomiales 
iW^maal deux coaples de nomales coocidaBtes; s* points de la 
nvCftoe d'oà Foo pent tirer des nomales fermant nn STstême de 
den et un sTstème de trois normales roincidantes; 3* points delà 
«ntiaoe d^oà Ton peat tirer des normales dont qnatre coincîdenL 

5 6.- La oonrbe double de la snr&ce; ses didlerentcs représcnU- 
tAons; se» singularités et nombres caractêristiqnes. 

5 7' Recberdie de la snr&ce pc^re rédproqpe à la sni&cedes 
«centres; ses singularités et rabaissement de classe qp'elles pro- 
duisent. 

RocjiicsseBcn L.). — Sur Us relatioms les plms gémêrales fui 
existent &Ure les intégrales hrpereUipii^ues. ^s4 p-) 

Le Mémoire rcsoat deax problèmes : i* réduction dn proUème 
de transformation algébrique au proUème rationnd ; s* rdation la 
{dus générale entre les inl^rales bTperdliptiq[ues de même iira- 
tianalité. 

Les formules qui contiennent les résultats définitif nous sem- 
blent être trop longues et exiger trop d^esqiUcaticms pour poufoir 
être communiquées ici. 

Vkk DE BftLso. — Sur les fonctiaru génératrices de Borchardt. 

HekMfTc (Ch.*. — Extrait d'une lettre à M. L. KœnigAergff 
$ur U d enveloppement des fonctions elliptiques suivamt les puis- 
Uince$ croi$$antes de la variable. {9 p.^ fr.) 

Jl t'agit de Tf^xpression générale, en fonction de Tindioe, des po- 
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lynômes rationnels et entiers par rapport au module, qui se présen- 
tent dans les développements des fonctions sinamo:, cosamo:, Aamx 
suivant les puissances croissantes de la variable. M. Hermite trouve 
que les développements de ces trois fonctions tendent de plus en 
plus à se confondre dans leurs derniers termes avec de simples pro- 
gressions. Deux nouvelles séries de polynômes définies par les coef- 
ficients des développements de -: et présentent en- 

'^^ sinamj; cosam:i; ^ 

core beaucoup d'intérêt; c'est à l'égard de ces polynômes que 
M. Hermite tire de la transformation de nombreuses propriétés 
qu'il indique succinctement. 

Cayley (A.). — Correction de deux erreurs numériques qui se 
troussent dans le tras^ail de Sohnche sur les équations modulaires, 
t. XVI. (i p.) 

LiPscHiTz (R.) . — Contributionà la théorie de la courbure.{i3p.) 
M. Lipschitz se propose de généraliser, pour une variété de n 
variables, le théorème connu de la théorie de la courbure qui dit 
que la somme des valeurs réciproques des deux rayons principaux 
▼arie quand on effectue une flexion de la surface, mais que le 
produit des mêmes quantités ou la mesure de la courbure de 
Gauss reste invariable. Pour donner une idée des recherches de 
M. Lipschitz, il nous faut revenir à l'équation D(a)) = o expli- 
quée par Tauteur (*). Le dernier coefficient D„_i de cette équation, 
divisé par le premier D^, forme la généralisation naturelle de la 
mesure de la courbure de Gauss. Les propriétés invariantives des 
coefficients de cette équation, qui avaient été déjà signalées dans les 
Mémoires antérieurs, en particulier j&a//e/i/2^ t. IV, p. 3o4, mènent 
rapidement au théorème correspondant, dont voici l'énoncé : « La 

généralisation de la mesure de courbure —^ est pour tout n im- 

pair un invariant de la forme g(dy) [Bulletin, t. IV, p. So^), el, 
pour tout n pair supérieur à a, la racine carrée d'un invariant de 
la forme g (dj). 

Hamburger. — Sur la théorie de l* intégration d'un système 
de n équations linéaires de premier ordre aux différences par- 
tielles contenant deux variables indépendantes et n dépendantes. 
(38 p.) 



(«) Voir Bulletin, t. IV, p. 3oi (i/| fit i5). 
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L'étude des recherches de M. Natanî sur les équations différen- 
tielles, contenues dans son Livre : Die hôhere Analjsis in vier 
Abhandlungen, a suggéré à M. Hamburger l'idée de les porter 
plus loin. Les §§ 1-3 du Mémoire ont pour objet de rame- 
ner l'intégration de n équations différentielles linéaires du premier 
ordre aux différentielles partielles et à t? variables dépendantes et 
deux indépendantes, à l'intégration de plusieurs systèmes incom- 
plets d'équations différentielles ordinaires pour toutes les /i -h a va- 
riables, si cela est possible, c'est-à-dire si les conditions connues 
d'intégrabilité sont remplies. Il résulte de cette recherche que la 
classe d'équations linéaires simultanées aux différences partielles 
intégrée par Jacobi, t. II du Journal de Crelle, est la seule qui 
mène à un seul système de zi -i- i équations différentielles ordi^ 
naires pour les /i -h- 2 variables, ou bien à un système complet. Un 
complément essentiel des développements de ces trois premiers pa- 
ragraphes est fourni par les considérations du § 4 sur la forme des 
équations aux différences partielles qui dérivent d'intégrales gé- 
nérales d'une certaine forme en les différentiant et éliminant les 
fonctions arbitraires. Cette forme des intégrales est F = y (/*), 
où F et/ représentent des fonctions des /i -+- 2 variables, et tf une 
fonction arbitraire. Tandis que l'équation aux différentielles par- 
tielles dérivée de cette forme d'intégrale est toujours linéaire s'il 
y a une seule variable dépendante, elle contient en outre, dans 
le cas de plusieurs variables dépendantes, des termes tels que 
q^p, — prÇst oii Pi el (ji sont les dérivées des n variables dépen- 
dantes prises respectivement par rapport aux deux variables indé- 
pendantes. Il existe encore une autre différence entre ces deux cas: 
c'est qu'il existe, lorsqu'il y a plus d'une variable dépendante, cer- 
taines relations entre les coefficients de l'équation dérivée, au 
nombre de jn{n — i). En confirmant ainsi la solution donnée 
dans les premiers paragraphes, on est conduit en même temps à 
intégrer ces équations simultanées aux différentielles partielles où 
entrent les agrégats du second ordre mentionnés ci-dessus, pourvu 
qu'il existe certaines équations de condition entre leurs coefficients. 
Enfin l'auteur applique sa méthode à l'intégration d'une équation 
de m*^"® ordre aux différentielles partielles ; M. Natani avait déjà 
établi la forme de cette équation différentielle, qui est une généra- 
lisation de celle d'Ampère, et en même temps il avait indiqué une 
voie pour l'intégrer. 
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KosTKA. — Sur la détermination des Jonctions symétriques des 
racines d^une équation algébrique par ses coefficients. (9 p.) 

C'est en construisant la fonction génératrice que M. Borchardt 
a montré la source de toutes les méthodes employées pour atteindre 
le but indiqué par le titre, et Mr, Mertens a complété cette re- 
cherche. Actuellement M. Kostka fait voir que la forme fondamen- 
tale, d*où découlent toutes les autres fonctions symétriques, admet 
une détermination par des considérations simples de permutation 
et de combinaison. 

Stehn (M.). — Sur une propriété des nombres de Bernoulli. (5 p.) 
Généralisation d'un théorème de v. Staudt. 

LiPSCHiTz (R.)' — Généralisation de la théorie du rajon oscu- 
lateur d'une surface. (7 p.", fr.) 

Extrait des Comptes rendus de l ' jicadémie des Sciences de Pa- 
ris, séances des 10 et 17 janvier 1876. — Comparaison de sa mé- 
thode de généralisation avec celle de M. C. Jordan. 

Simon (Max.). — Multiplication des fonctions elliptiques par 
des nombres entiers, dans son rapport as^ec le problème des poly- 
gones fermés inscrits aux courbes. (aS p.) 

Le problème de la division du cercle dépend de la multiplication 
des fonctions cycliques; le problème d'inscrire certains polygones 
fermés à des courbes, par exemple d'inscrire un polygone fermé à 
une conique donnée, de sorte que ses côtés touchent une autre conique 
donnée, et d'autres pour les courbes du troisième et du quatrième 
degré, se lie à la multiplication des fonctions elliptiques. Le Mé- 
moire de Jacobi, où il a découvert cette relation et résolu le pro- 
blème pour deux cercles (non concentriques), a donné lieu à une 
série de travaux scientifiques. M. Simon, élève de M. Weierstrass, 
traite le problème spécial de deux coniques générales que nous 
venons de mentionner. Son travail donne des formules très-élé- 
gantes, tant pour la multiplication des fonctions elliptiques sous la 
forme normale de M. Weierstrass que pour la solution du pro- 
blème spécial, où les seules constantes qu'il fait entrer sont les in- 
variants simultanés des deux coniques. 

PocHHAMMER (L.). — Sur les vitesses de propagation des pe- 
tites oscillations dans un cylindre circulaire infini et isotrope. 

(i3p.) 
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Les recherches mathématiques de BernouIIi, d'Euler, de Pois- 
son, de Cauchy sur les oscillations de cylindres de longueur finie 
font abstraction de certaines parties intégrantes du mouvement; 
d'où il s'ensuit que leurs calculs ne peuvent être regardés comme 
exacts que pour le cas de cylindres infiniment minces, cas pour le- 
quel M. KirchhofTa développé la déduction systématique des équa- 
tions difTérentielles. Une méthode. plus rigoureuse demande qu'on 
cherche à intégrer les trois équations dilTérentielles de l'élasticité 
et qu'on prenne en considération les conditions à la surface. C'est 
ainsi que M. Pochhammer a tâché de procéder pour fixer exacte- 
ment les vitesses de propagation des oscillations dans un cylindre 
infini à base circulaire. 

KiEPERT (L.). — Sur les surfaces minima, P*^ Mémoire. (la p.) 
Ce Mémoire est désigné par l'auteur comme une étude prépara- 
toire \ on y trouve une série de formules destinées à être employées 
dans les recherches ultérieures. 

Bruns. — Sur un théorème de la théorie du potentiel, (8 p.) 

Cette Note a été occasionnée par le Mémoire de M. Stahl, t. 79 

du même Journal (*). Nous citerons ici le passage qui donne les 

conclusions auxquelles M. Bruns est conduit sur la forme de la 

Terre. 

«... D'après les explications données, on peut dire ceci sur la surface mathéma- 
tique qui renferme le solide de la Terre : Elle est une surface fermée, continne; la 
direction de la normale change d'une manière continue; elle est dépourrue d'arêtes, 
de sommets ou de points singuliers analogues, parce que la grarité possède partout 
une valeur différente de zéro. D'après ce que nous savons sur la composition de la 
couche superficielle de la Terre, elle passe par des lieux où la densité varie d'one 
manière discontinue ; donc elle A'est pas formée d'une seule surface analytique, maii 
elle est soumise à différentes lois de formation sur différents points. La loi de ]afo^ 
mation est la même pour tous les points de la surface qui sont compris dans une 
couche matérielle continue, à l'intérieur de laquelle la densité est constante oata- 
riable d'après une certaine loi analytique. Aux lieux de transition, il y a variation 
subite de la courbure moyenne, de la mesure de courbure et des azimuts des lignes 
de courbure.... » E. L. 

(» ) Voir Bulletin, t. X, p. i83. 
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REVUE BIBLIOGRAPHIQUE. 

JoHANNis KEPLERI, ASTRONOMi, Opera omnia, cdidil D' Chr. FaiscH, Stuttgart. 
— 8 volumes grand in-8** de 63oo pages. Francfort-sur-le-Mein et Erlangen, 
Heyder et Zimmer, 1 858- 1 87 1 . 

Depuis longtemps les nations civilisées ne se sont pas contentées 
de rendre hommage à la mémoire des savants illustres en leur éle- 
yant des statues et des monuments : elles ont tenu aussi à faire re- 
vivre leurs écrits, leurs pensées et leurs travaux. C'est ainsi que 
les Français, les Anglais, les Italiens ont réédité, sous le patronage 
du gouvernement et des corps savants, les Œuvres de Laplace, 
de Fresnel, de Lagrange, de Lavoisier, de Nev^ton, de Galilée. Les 
Allemands les ont suivis dans cette voie lorsqu'ils ont débuté par 
la publication des Œuvres de Goethe, de Schiller et de Lessing. Ils 
ont pensé avec raison que l'auteur et le fondateur de l'Astronomie 
moderne était digne aussi d'un semblable hommage, le célèbre dis- 
ciple de Mœstlin, Kepler, dont le nom est cher à tous les hommes 
qui étudient les mouvements célestes, et qui savent à quelles lois ils 
sont soumis. 

Les Œuvres de Kepler se distinguent, en eflet , par la science 
profonde et variée, l'argumentation habile, la pensée ingénieuse, 
l'expression originale et empreinte de verve poétique, qui témoigne 
d'un caractère heureux, aimable et bien doué. Ces qualités les ren- 
daient dignes entre toutes de fixer l'attention des hommes qui s'in- 
téressent à la Science comme à la Littérature. 

Mais, en dehors des premières éditions préparées par Kepler lui- 
même, il n'existait pas de collection complète de ses Œuvres, et 
même plusieurs de ses écrits n'avaient pas été publiés-, aussi une 
édition des Œuvres complètes de Kepler vient-elle heureusement 
combler cette lacune regrettable. 

Une publication de ce genre devait exiger plusieurs années de 
travail : commencée en iSSy, elle a été terminée en 1871. 

n est difficile de se figurer quels obstacles aurait eu à surmonter, 
pour entreprendre cette tâche, un simple particulier privé de res- 
sources et de moyens d'action; mais cet immense labeur a été ho- 
noré du patronage et de la libéralité de MaximilTen II, roi de* Ra- 

Ditii. des Scteneet mathém, et eistron., t. XI. (Aoitt 187G.) 4 
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vièrc, i!l d(! M. A'orof, minisU-i; de l'Iiisiruction publique en Russicj* 
de l'approbation des astronomes allemands et des sutiragcs des Aca- 
démies de Vienne et de Berlin, et cnfîn de la souscription de di- 
vers savants, de bibliotbèques et de Sociétés d'Europe et d'Amé- 
rique, 

L'éditeur est enfin arrivé au but de ses eflbrts, grâce à la savante 
et bienveillante collaboration de M. W. Struvc, directeur de l'Ob- 
servatoire de Pouikova, qui a géuéreuscment communiqué les ma- 
nuscrits de Kepler, que la bibliothèque de Poulkova conserve à 
l'égal du trésor le plus précieux ; grâce au soin dévoué avec lequel 
M. Otto Struve fils a coordonné et discuté ce que ces manuscrits 
renfermaient de plus difficile; grâce aussi au zèle éclairé de 
MM. C. Schaaf, professeur au gymnase de Tubinguc, et H. Krati, 
professeur au gymnase de Stuttgart. 

Possédant l'i fond la langue latine, M. Schaaf a réussi à traduire 
les passages embarrassants que leur style un peu archaïque avait 
rendus obscurs, et M. Kratz a bien voulu se charger du travail pé- 
nible de la composition typographique et de la correction de l'Oo- 
vrage. 

Telles sont, ainsi que l'explique M, le D' Ctir. Frisch, les bas» 
d'après lesquelles a pu être meuéc à bonne fin la publication àei 
Cffluvres complètes de Kepler. 

L'analyse que nous désirons exposer servira d'énnmération des 
sujeU d'études de l'illustre préeursiiur de Newton. L'examen At- 
uillé des écrits de Kepler a été fait depuis longtemps, et à dîvcrta 
reprises; il n'est donc pas utile de le reproduire ici. II en est de 
même de la biographie de Kepler; nous renverrons donc, cohubc 
pour la critique de SCS Ouvrages, aux nombreux écrivains qui oi 
ont (ait une élude spéciale, et parmi lesquels nous meniionneroni 
Arago, Bailly, Delambre, Saverïen, Trouessart, Montncla, Horfer, 
Micbaud, Joecher, Niceron, J. Bertrand, etc., etc. 

Mais, si la biographie de Kepler est connue dans tous ses détaih> 
il n'est pas sans intérêt de revenir sur un des caractères snét-îtiu 
du génie de ce grand homnie. Doué d'une imaginalion aidcnie, 
Kepler envisageait la recliercho des lois du mouvement des corp» 
célestes, et de la planète Mars en particulier, ronime la ponnuitr 
d'un ennemi entreprenant, et prêt .i déjouer toutes Ick combina'' 
sons. I^ tablrau*des phases de la liuu.* -i". ■—■■-•:- —.•.- j„ 
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essais infructueux, dns moments de déraillance, tout cela est Qdè- 
lement retracé dans les écrits de Kepler. IVous en reproduirons 
deux passages, nous bornant àce court extrait, parce qu'ils nous ont 
paru, entre tous, plus particulièrement conçus dans cet esprit poé- 
tique qui témoigne de la profondeur de vues de Kepler, et de l'cn- 
ihousiasme que lui Crent éprouver le spectacle de son œuvre et le 
succès de ses eUorts, exemple admirable et bien digne de l'hom- 
mage éclatant que lui a décerné la postérité. 

Nous signalerons ca premier lieu un passage du Commentaire 
des mouvements de Mars, Ouvrage entièrement inspiré par une 
pensée unique, et auquel le style imagé qui le distingue donne un 
cachet de remarquable vivacité. Kepler n'a pas eu seulement le 
génie brillant des grands inventeurs : il a eu encore le génie poé- 
tique des grands écrivains. 

Voici comment il s'exprime an début du Chapitre LI (IV* Partie): 
« Mais tandis que, par ce moyen, je triomphe des mouvements 
de Mars et que, le croyant subjugué, je lui prépare des Tables et des 
équations jwur l'entraver et l'emprisonner, on me l'annonce par- 
tout ailleurs! Vain succès! 11 me faut recommencer la lutte gigan- 
tesque-, car l'ennemi, retenu prisonnier chez moi, enchaîné comme 
un captif que l'on dédaigne, a brisé toutes les entraves des équa- 
tions, et s'est échappé des prisons de mes Tables. Et cependant,si 
l'on se reporte à ce que )'ai dit au Chapitre XLV (ii savoir, que l'or- 
bite est de forme ovale), aucune méthode, interprétée- par la Géo- 
métrie, n'a pu lutter d'approximation numérique avec l'hypollièsc 
auxiliaire du Chapitre XVI qui, bien qu'elle soit erronée, conduit 
néanmoins à des équations exactes. Mais les vedettes du dehors, 
réparties sur le pourtour de l'orbite, c'est-à-dire dans un ordre par- 
faitement naturel, ont taillé en pièces les légions d'hypothèses pliy- 
aiqnes du Chapitre XLV, que j'avais mandées en toute liàte ; elles 
ont secoué leur joug et recouvré leur liberté- Et peu s'«n est fallu 
qac l'ennc'mi en fuite ne courût rejoindre ses rebelles partisùus, cl 
ne me réduisit au désespoir, si je n'avais eu soudain l'idée d'appe- 
ler « mon aide de nouvelles Iiypollièses physiques, les anciennes 
ayant été détruites et dispersées, et si je n'avais faîl toute diligence 
pour (Mre exactement renseigne et savoir par où mon prisonnier 
•'était échappé, le poursuîvi-c sans repos m Irt'ive et arriver cnlin h 
in*attacli<'r uses traces. Dana les quelques Chapitres qui vont suivre, 

4. 
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je raconterai avec ordre chacun de ces événements et comment ils 
se sont accomplis. » 

Bien qu'elle soit exprimée avec beaucoup moins de coloris et de 
vivacité, la manière dont Kepler raconte la découverte de la troi- 
sième loi mérite également d'être rapportée : 

« Jusqu'à présent » , dit Kepler, a il s'est agi des divers éléments de 
l'orbite d'une seule et même planète. Je veux, maintenant, m'oc- 
cuper de la relation qui existe entre les mouvements de deux pla- 
nètes. 

» Le moment me parait venu de reproduire et de terminer ici 
un certain passage de mon Mystère cosmographique, perdu de vui* 
pendant vingt-deux ans, parce qu'il ne me semblait pas encore assez 
clair. Ayant donc réussi, au prix d'un travail opiniâtre, à déduire 
des observations de Tycho Brahe les véritables durées des mouve- 
ments, enfin, enfin, j'ai eu le bonheur de trouver la proportion réci- 
proque qui unit les temps à la grandeur des orbites. 

Sera quidcm respcxit incrtem, 

Respexit tameii, et lonj^o post tcmpore Tcnit. 

» Lente à se présenter à mon esprit impuissant à la saisir, elle 
lui est enfin apparue, après un laps de temps bien long. 

» Et, si vous en demandez la date certaine, c'est le 8 mars de cette 
année 1618 que, conçue d'abord dans mon esprit, mais soumise 
sans succès au calcul, et rejetée alors comme inexacte, enfin re- 
prise le 1 5 mai par un nouvel efibrt, elle a déchiré le voile de 
ténèbres de mon intelligence et mis fin à une si longue épreuve, à 
dix-sept ans de laborieuse étude des observations de Tycho, et a 
une méditation constante, au point que je croyais rêver et faire 
quelque pétition de principe. Mais c'est une chose très-exacte et 
très-certaine que la relation entre les durées des révolutions de 
deux planètes est précisément exprimée par la proportion semi- 
cubique des distances moyennes, c'est à-dire des rayons moyem 
de leurs orbites, en se rappelant, toutefois, que la moyenne arith- 
métique entre les deux axes d'une ellipse est un peu moindre que le 
plus grand diamètre. » [Harmonices mundi, Lib. V, Cap. III). 

Ces quelques extraits sufiiront sans doute pour donner l'idée 
d'entreprendre l'étude intéressante de Kepler comme astronome, 
mathématicien, poëte, physicien, etc.; mais ces côtés trop spéciaux 
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du génie de Kepler ne peuvent être examinés ici, quant à présent, 
et notre intention est simplement de donner une analyse rapide de 
la dernière édition des Œuvres complètes. 

Tome I. i858. 

Le premier Volume (i838) des Œuvres complètes de Kepler a 
été consacré aux vingt-trois Chapitres du Mjsteriutn cosmographie 
cum, k la Correspondance de Kepler relative aux théories astrolo- 
giques, et enfin aux écrits de Kepler plus spéciaux à cet objet 
(prophéties et calendriers pour les années 1098, iSpp, ]6o5, 161 8 
et 1619). 

Les efforts que Tesprit humain eut à faire pour briser les liens 
qui arrêtaient son élan, ou pour donner libre carrière aux nouvelles 
idées, et construire l'édifice de la Science sur de nouvelles bases, 
les difficultés de toute nature avec lesquelles il allait lutter, tout cela 
se trouve décrit à chaque page de ce livre. Cet Ouvrage donne ainsi 
une idée nette de l'état des esprits au xvi* siècle, et de la tache in- 
grate et laborieuse que, seul, un homme de génie allait entreprendre 
et couronner par une découverte aussi brillante. La philosophie 
d'Aristote régnait dans la majorité des écoles, ne laissant aux no- 
vateurs qu'un champ restreint; 4 part quelques esprits, tous le» 
autres étaient tenus sous sa dépendance. Dans les Mathématiqui;», 
on ne connaissait qu'Euclide et Archimède ; T Algèbre, encore {Mfu 
connue, n'était que bien rarement associée à la Géométrie ; les lo- 
garithmes, d'un si grand secours dans Icrs opérations numériquifs, 
n'étaient pas en usage courant. En Oéoméirie^ on n*avait imcjfrn que 
des méthodes de raisonnement d'un emploi difficile, et qui allaient 
attendre une vingtaine d'années pour s'enrichir d'un [>rérieu« auxi- 
liaire et revêtir une forme plus tangible. En Aurori/iinie, on $$i' 
connaissait que Plolémée: peu d'esprits, en ellet, //raient suivre Ir^ 
idées de Copernic : l'Astronomie était, d'ailleors. i'ÂmfmtAm* nfiu: 
l'Astrologie et sous son entière dépendan/;e. PourenMrigfMrr rA%tro- 
nomie, il eût même été dangereux d#ir ^e nteitttt i*u opp^Mitioii av<'#; 
ces idées, alors en grande (^%tmr. Ce* réfU:xtou% ♦<^tîr#riit 'Ut Iî^im? 
de conduite à Kepler. Iorv|a^ ce leéofii^rtre^ k ytûtiéi e#M://re Sê^^", 4*i 
vingt-cinq ans, entreprit La yuMyjèlym ^> #tf^^>ufrage. iruh 4^'% 
premières rélWion^ de ia j^rucM^^v. 
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L'harmonie de Tunivcrs avait de bonne heure attiré l'attention 
de Kepler. La lecture des écrits de l'astrologue Scalîger avait puis- 
samment contribué à éveiller sa curiosité. Il pensa, avec raison, que 
la clef de l'harmonie céleste lui serait donnée par une étude préa- 
lable et approfondie de la nature. Ces méditations constantes, 
jointes à une force de pénétration étonnante et à une fécondité 
d'imagination qui lui permettait de concevoir et d'inventer les 
théories les plus dissemblables, amenèrent ce vaste esprit à renverser 
le vieil édifice consacré par tant de siècles, et à jeter les bases de la 
construction inébranlable qui lui a fait place pour toujours. 

Le Afysterium cosmograpldcum, édité en 1096, est divisé en 
vingt-trois Chapitres, suivis, chacun, de notes de l'auteur. Il ren- 
ferme l'exposé des idées de Kepler sur la filiation des cinq polyèdres 
réguliers, et la relation de ces corps avec les sept planètes, les si- 
gnes du zodiaque, les notes de la gamme, etc. Le Chapitre XX con- 
tient l'énoncé, très-explicite, de la loi des révolutions, et sa vérifi- 
cation numérique au moyen des logarithmes. Cependant, à l'époque 
de la publication de ce livre, Kepler doutait encore de l'exactitude 
de cette loi. 

La préface de l'Ouvrage renferme la correspondance échangée à 
ce sujet entre Kepler et divers astronomes, Mœstlin, Herwart, elc. 

Elle est suivie de la correspondance relative aux théories astrolo- 
giques. On y trouve les idées les plus originales sur les sciences 
physiques et astronomiques ; car il faut dire que Kepler était pris 
pour arbitre sur une foule de questions par tous les savants. Fabri- 
cius, entre autres, eut avec lui un échange de lettres des plus actifs, 
de 1601 à 1608. 

Les autres Mémoires, moins importants, que renferme le même 
volume sont désignés dans ce qui suit : 

Calendarium in annos. iSgS et iSgg (ail.). 
De Fundamentis Astrolngice certioribus, 1602 (lat.). 
Judicium de trigono igneo, i6o3 (ail.). 
Prognosticum in annum i6o5 (alL). 
Description de V étoile nouvelle apparue en 1604 (alL). 
Prognosticum in annos 1618 et 1619 (ail.). 
Réponse à Rôslin, 1609 (ail.). 

Tertius intcrvcniens, 1610 (ail.), exposé de 140 propositions relatives à l'As- 
tronomie, à TAstrologie, à la Physique, etc., etc. 
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La presque totalité des Mémoires de Kepler écrits en allemand 
figure dans ce volume; au reste, ces Mémoires sont très -peu 
nombreux. La correspondance et les OEuvres de Kepler ont été 
écrites en latin; il n'a employé l'allemand que par exception. 

Tome II. 1869. 

Le Tome II (iSSp) renferme V Astronomie optique, en onze Cba- 
pitres, avec les notes de l'éditeur. 

Cet Ouvrage est précédé de la Correspondance de Kepler à ce 
sujet (1604]. Celle-ci contient des considérations très- judicieuses 
sur la nature et les lois des phénomènes optiques, la direction de 
la lumière, la réflexion, la chambre noire, la réfraction ordinaire, 
les réfractions astronomiques, la hauteur de l'atmosphère, les opi- 
nions des anciens sur la réfraction; l'anatomie et les fonctions de 
l'œil; la réfraction dans une masse d'eau de forme sphérique; 
l'étude des vues presbytes et myopes, etc. ; l'emploi des lentilles. 

On y trouve aussi les Chapitres suivants : 

De la nature diverse des rayons lumineux du Soleil et de la Lune; 
phases de la Lune; taches de la Lune; radiation des autres astres, 
planètes et comètes. 

Ombre et pénombre de la Terre. Coloration rouge de la Lune au 
moment des éclipses. Éclipses de Soleil les plus remarquables. Oc- 
cultations. 

Définition des parallaxes. 

Etude optique des mouvements des planètes, etc., etc. 

Au même Volume ont été ajoutées les Lettres de Kepler Sur Vin- 
mention de la lunette de Galilée et les découvertes de cet astro- 
nome (satellites de Jupiter, phases de Vénus, aspects de Saturne, 
taches du Soleil, montagnes de la Lune, etc.). 

Kepler publia, en 1610, sa Conversation av^ec l'Env^ojé céleste 
de Galilée, Cet écrit est le résumé des lettres qui précèdent. 

Eu i6ii, parut la Description des satellites de Jupiter, puis le 
grand Traité de Dioptrique, renfermant i4i propositions ou pro- 
blèmes sur la réfraction, la marche des rayons lumineux dans une 
sphère, dans un prisme, dans une lentille convexe ou concave; 
sur reifet de ces verres placés devant un œil presbyte ou myope. 
Combinaison de lentilles, marche des rayons dans la lunette as- 
tronomique et la lunette de Galilée. 
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Les physiciens modernes n'ont presque rien changé a cet en- 
semble. 

En 1606, Kepler publia sa Description de V Etoile noux^elle qui 
apparut en 1604 au pied du Serpentaire (trente Chapitres). Cet 
Ouvrage, comme le dit l'auteur, abonde en dissertations sur l'Astro- 
nomie, la Physique, la Métaphysique, la Météorologie et T Astrolo- 
gie, et il est suivi de la description de Tétoile variable du Cygne, 
observée en 1600, de la détermination de la Nativité du Christ, et 
d'une prétendue observation d'un passage de Mercure sur le Soleil 
(1607). 

Tome m. 1860. 

Le Tome lU renferme l'œuvre capitale de Kepler : la discussion 
et l'étude des mouvements de Mars, fondées sur dix observations de 
cette planète par Tycho Brahe. Soixante-dix Chapitres, procédant 
les uns des autres par voie de dédoublement logique, constituent le 
fond de ce iuagni tique Ouvrage, dont l'analyse ne saurait être dé- 
taillée ici , et devra être réduite à quelques indications sur l'en- 
chaînement des diverses propositions. 

Première Partie. — De la comparaison des hypothèses. 
Distinction entre la première inégalité (mouvement diurne, com- 
mun à tous les astres), et la seconde (mouvement propre des pla- 
nètes d'occident vers l'orient). — Figuré des positions de Mars 
depuis le commencement de i58o jusqu'à la fin de 1696. — Expli- 
cation de ces mouvements dans l'hypothèse de l'excentrique et des 
contrépicycles dePtolémée. Hypothèse des cieux solides d^Âristote, 
détruite par Tycho Brahe. Accord des apparences et des hypothèses 
concourant à produire une seule et même orbite. — Transforma- 
tion que Copernic a fait subir à l'hypothèse de Ptolémée. — Com- 
paraison des trois hypothèses de Ptolémée, de Copernic et de Tycho; 
leurs caractères distinctifs. — Théorie du mouvement propre des 
planètes. 

Deuxième Partie. — De la première inégalité de Mars, selon 
la théorie des anciens, 

A quelle occasion je fus conduit à m'occuper de la théorie de 
Mars. (Kepler raconte comment se développai en lui la passion des 
études astronomiques, qui le détermina à écrire le Mysterium cas- 
mographicum. L'accueil que Tycho Brahe avait fait, en 1397, A son 
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Ouvrage, renflamma du plus vif désir d'avoir communication de 
ses observations. Un hasard providentiel prépara le rapprochement 
des deux astronomes : Tycho Brahe fit le voyage de Prague, où Ke- 
pler vint bientôt le rejoindre.) 

Table de dix observations de Mars, faites par Tycho, de i58o à 
1600. — Réduction du lieu de Técliptique à l'orbite de Mars. — 
Discussion des observations qui permirent à Tycho Brahe de dé- 
terminer l'époque des oppositions. — De la parallaxe diurne de 
Mars. Série des observations de Kepler. — Détermination des 
nœuds et de l'inclinaison de l'orbite sur l'écliptique. — Nature de 
l'orbite des planètes. — Réduction des dix positions de Mars et de 
deux autres nouvelles à la ligne du mouvement apparent du Soleil. 

— Méthode de recherche de l'hypothèse qui doit servir à détermi- 
ner la première inégalité. — Détermination sommaire de l'apogée 
et du mouvement des noeuds. — Discussion de douze positions du 
soir au moyen de l'hypothèse trouvée. — Désaccord, par les lati- 
tudes du soir, de cette hypothèse basée sur l'avis des auteurs et con- 
firmée par toutes les positions du soir. — Réfutation de la même 
hypothèse par la discussion des observations faites en dehors des 
positions du soir. — Raison pour laquelle une hypothèse erronée 
a cependant conduit à un résultat exact. 

Troisième Pirtie. — Recherche de la seconde inégalité de 
Mars, c'est-à-dire du mouvement du Soleil ou de la Terre. 

L'épicycle ou orbite annuelle n'est pas concentrique au point 
d'égalité du mouvement. — Recherche de l'excentricité de l'orbite. 

— Confirmation et preuve plus directe de l'excentricité. — Etant 
données trois distances du Soleil au centre du monde, et leurs points 
correspondants sur le zodiaque, trouver l'apogée et l'excentricité de 
l'orbite du Soleil on de la Terre. — Déduire, des mêmes observa- 
tions, que l'orbite est excentrique au Soleil ou à la Terre. — De 
quatre observations de Mars en dehors de la position du soir, mais 
dans la même région, déduire l'excentricité de l'orbite terrestre, 
son aphélie et la proportion des orbites. — Preuve de Tégalité de 
l'excentricité du Soleil à 1800. — Construire la]|distancc du Soleil 
et de la Terre d'après la connaissance de l'excentricité. — Con- 
struction et usage d'une Table de la distance du Soleil^ à la Terre. 

— La hissection de l'excenlricité du Soleil ne modifie pas sensible- 
ment les équations du Soleil données par Tycho. — Des quatre 
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méthodes pour la calculer. — La force qui fait mouvoir les pla- 
nètes sur une courbe s'affaiblit à mesure que la distance augmente. 
— Elle réside dans la masse du Soleil, qui est doué d'une force 
magnétique, et qui se meut sur lui-même. — La force, à l'inverse 
de la lumière, n est pas arrêtée par Tinterposition d'autres corps. — 
Loi de son affaiblissement lorsque la distance augmente. — Comparai- 
son de la force motrice de la Lune. — Outre la force motrice éma- 
née du Soleil, les planètes sont douées d'une force particulière ; le 
mouvement de chacune d'elles résulte de deux causes. — Du rôle 
et du mode d'action de la force qui anime les planètes, de manière 
que ces corps décrivent des lignes courbes. — Méthode approxima- 
tive et suffisante pour la théorie du Soleil, pour déduire les hypo- 
thèses d'une cause physique. 

Quathième Partie. — Détermination de la véritable mesure de 
la première inégalité, 

« Ce que j'ai exposé », dit Kepler, « dans la troisième Partie, s'ap- 
plique à toutes les planètes *, c'est pourquoi je suis en droit de l'ap- 
peler la cUf de V jistronomie future ; et nous devons d'autant plus 
nous réjouir de l'avoir découverte, qu'il est certain qu'on n'aurait 
pu y parvenir autrement que par les observations de Mars \ car, 
bien que Ptolémée ait remarqué cette bissection de l'excentricité 
du Soleil dans Vénus, ainsi que dans Mercure, et que, pour l'expli- 
quer, il ait imaginé les centres des excentriques, ou, ce qui revient 
au même, les mouvements du centre de l'épicycle, toutes choses 
dont Texposition est réservée pour une description spéciale de cçs 
planètes, la condition des observations mêmes, et les courtes digres- 
sions de Vénus, qui ne se laisse observer que pendant quelques 
nuits, auraient créé un grand obstacle à la recherche méthodique, 
et un plus grand encore, si la planète se fût trouvée en dehors de 
Mars. Cette tentative eût été plus inadmissible dans le cas de Mer- 
cure ^ cette planète sort, en elTet, très-rarement des rayons du So- 
leil, et elle est plus éloignée de la Terre que Vénus et Mars, qui 
sont le plus rapprochées de nous. Il nous aurait fallu, comme Pto- 
lémée, chercher la vérité sur un champ indéfini, et la saisir au mi- 
lieu d'épaisses ténèbres. » 

Essai d'une détermination des apsides, de l'excentricité et du 
rapport des orbites. — Même recherche, plus attentive et plus 
exacte. — Du défaut des équations déduites de la bissection do 
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rexcentricité et de l'aire des triangles en admettant une orbite par- 
faitement circulaire. — Preuve que Torbîte n'est pas un cercle. — 
Des causes naturelles de l'aplatissement de Torbite. — De la nature 
de l'orbite. — Méthode de quadrature de l'orbite par l'emploi de la 
conchoïde (Kepler désigne ainsi une courbe, dont l'abscisse est 
l'arc d'une circonférence, et l'ordonnée un rayon vecteur de cette 
circonférence, rapportée à un point intérieur, pris pour pôle). — 
Méthode de calcul des retards de la planète. — Méthode plus ap- 
prochée. — De six autres méthodes pour arriver au même but. — 
Degré de confiance qu'il faut accorder à l'hypothèse faite sur la 
nature de l'orbite. — Emploi d'autres méthodes pour déterminer 
la distance de Mars au Soleil. — Examen plus approfondi de la 
proportion des orbites. — Explication du mouvement par l'action 
magnétique attractive exercée par le Soleil. — Lnoncé de la loi des 
aires, — Enoncé du problème de Kepler : 

« Il me suffit de croire », ajoute l'auteur, « qu'il ne peut, a priori, 
être résolu, à cause del'hétérogénéité de l'arc et du sinus ; mais celui 
qui me montrera la route à suivre, à moi qui cherche avec peine, 
celui-là sera un nouvel Apollonius. » 

Cinquième Partie. — De la latitude. 

Discussion de la position des nœuds et de l'inclinaison des or- 
bites. — Hypothèse physique de la latitude. — Discussion des pa- 
rallaxes de Mars. — Recherche de la plus grande latitude, tant au 
moment de la conjonction qu'à celui de l'opposition. — Les plus 
grandes digressions n'ont pas toujours lieu à l'opposite du Soleil. 
— De la position des noeuds et de l'inclinaison de l'orbite de Mars 
sur l'écliptique, on conclut que cette orbite a bien le Soleil pour 
foyer. — L'inclinaison de l'orbite de Mars est-elle la môme, de nos 
jours, que du temps de Ptolémée ? — Sur les latitudes de l'éclip- 
tique et la révolution inégale des nœuds. — Discussion de trois ob- 
servations de Ptolémée ^ correction du moyen mouvement et du 
mouvement de l'aphélie et des nœuds. — Discussion de deux der- 
nières observations de Ptolémée, dans le but de déterminer la lati- 
tude et la proportion des orbites du temps de Ptolémée. 

Cent neuf Notes de l'éditeur, comprenant 66 pages, éclaircissent 
et complètent divers Chapitres de l'Ouvrage. 

Le troisième volume que nous analysons ici se termine par les 
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fragments des manuscrits de Kepler relatifs à l'Astronomie, con- 
servés d'abord à Saint-Pétersbourg, et enfin à Poulkova. 

Le plus intéressant porte pour titre : Hipparque ou Traité des 
grandeurs et distances relatives des trois corps ; composé à Prague 
depuis plusieurs années, et complété à diverses reprises, surtout en 
1616, comprenant dix-neuf théorèmes et dix-huit problèmes, suivis 
de trois Chapitres imparfaitement coordonnés. 

Catalogue d' éphémérides de quarante^six éclipses de Lune, 
observées de iSj^ à 1625, 

Traité du mouv^ement de la Lune ( 1601 ) ^ réflexions sur la théo- 
rie de la Lune, sur la variation découverte par Tycho Brahe, sur 
V équation annuelle, due à Kepler^ notes sur la détermination des 
phases des éclipses. 

Notes de Kepler sur dix^erses observ^ations de la Lune faites 
par Tycho. 

Notes de Téditeur. 

Lettre de Kepler sur l'éclipsé de Soleil du 12 octobre i6o5. 

Tome IV. i863. 

Le quatrième Volume (i863) des OEuvres complètes de Kepler 
renferme tous les écrits de ce grand homme sur la chronologie et 
l'art de vérifier les dates. Un génie aussi vaste que le sien devait 
aborder les sujets les plus variés, et, entre autres vues originales et 
fécondes, Kepler avait parfaitement compris le service que l'on 
était en droit d'attendre de l'Astronomie pour fixer avec certitude 
quelques points de repère à travers les événements historiques. Il 
revint avec prédilection à des études qu'il avait commencées à Tu- 
bingue, de iSSp à i593. De nombreuses lettres échangées avec 
Brengger, Calvisius, Criiger, Herwart, Mœstlin, Scaliger, etc. 
(1597-1616), témoignent suffisamment de l'intérêt que Kepler at- 
tacha à ces questions. Elles sont le résumé des théories et aperçus 
développés dans les Ouvrages suivants, les plus importants du vo- 
lume dont il s'agit pour le moment : 

Livre de J. Kepler sur le Calendrier Grégorien, autrement dit, 
sur la nécessité de la réforme du Calendrier Julien, et sur les 
principes et les motifs de la correction Grégorienne. 

Dans ce Livre, écrit en allemand, et annoté en latin par Han- 
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schius, Tauteur mathématicien entre en discussion avec quatre per- 
sonnages auxquels il expose en détail la question du Calendrier, et 
la détermination des dates des fêtes religieuses, etc. 

Kepler est sans doute le premier astronome qui ait cherché a re- 
produire les éphémérides des éclipses de Soleil et de Lune, ancien- 
nement observées. Cette question forme, de nos jours encore, le 
sujet des grands prix proposés par Tlnstitut^ il n'en a pa^ été 
donné, jusqu'à présent, de solution complète. 

Quoi qu'il en soit, Kepler a basé sur un travail de ce genre la 
vérification des dates de la chronologie des Juifs, des Grecs et des 
Romains. 

Il a aussi discuté et commenté divers passages de la Science des 
Temps : « De Doctrina temporum », du P. Pétau, et de la Chro- 
nologie de Scaliger. 

Il édita en 1606, à Francfort, sa discussion Sur la date véritable 
de la Nativité du Christ, Cet Opuscule, écrit en latin, fut suivi de 
la publication, en i6i3, à Strasbourg, d'une réponse à des re- 
marques de Rôslin, et d'un autre Mémoire sur la Nativité, divisé 
în quinze Chapitres. Ce nouvel Ouvrage est écrit en allemand. C'est 
un commentaire détaillé du précédent. 

Nous ne ferons qu'indiquer les titres des Mémoires que nous 
rencontrons ensuite : 

Responsio ad Sethum Calvisium (même sujet). Francfort, 1614. 

De anno natali Christi, Francfort, i6i4; traduction presque littérale, en 
langue latine, du Mémoire de 161 3, publié en allemand et divisé, comme 
lui, en quinze Chapitres. 

Eclogœ chronicœ. Francfort, 161 5; correspondance relative à la chronologie 
et à quelques dates de la vie du Christ. 

Canones puériles. Ulm, 1620; chronologie depuis Adam jusqu'à Tan du 
Christ 1620. 

Notes de l'éditeur sur les Ouvrages de Chronologie. 

Le quatrième Volume est terminé par les écrits de Kepler, en la- 
tin, sur la Stéréométrie des tonneaux, supplément à la Stéréomé- 
trie d'^rcliimède; emploi de la jauge graduée. 

On sait qu'il faut attribuer à Kepler l'honneur d'avoir remarqué 
le premier qu'une fonction continue varie par degrés insensibles 
dans le voisinage de ses maxima et de ses minima. Kepler fit, d'ail- 
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leurs, usage de la raéthode inGnitésImale pour établir Tcxpression 
des volumes et des surfaces. 



Tome V. 1864. 

Le cinquième Volume des Œuvres de Kepler renferme divers Ou- 
vrages sur V Harmonie de VUnwers [Harmonices nuindi /^ïbri Y), 
Le premier est divisé en cinq Livres où sont développés les aperçus re- 
latifs à la Géométrie, à 1* Architecture, à la Musique, à la Physique, 
à la Psychologie et à TAstrologie, à l'Astronomie et à la Métaphy- 
sique (1619), suivi de la traduction du Livre III des Harmonies de 
Ptoléniée (moins les deux premiers Chapitres). 

Cet Ouvrage excita de vives discussions auxquelles Kepler dut 
répondre, en 1622, par Tapologie et la défense de sa théorie. 

Le Volume se termine, comme le précédent, par un écrit de Ke- 
pler sur la Stéréométrie, commentaire et traduction, en allemand, 
de la méthode de mesures d'Archimède, appliquée au jaugeage des 
tonneaux, divisé en cent paragraphes. 

Mentionnons aussi les mesures de la cité d'Ulm, et enfin la des- 
cription d'une machine hydraulique. 

Tome VI. 1866. 

Les études astronomiques de Kepler, commencées par une cor- 
respondance avec les astronomes d'Allemagne, furent poursuivies 
sans interruption pendant vingt-deux ans à dater de l'année iSpâ. 

Dans son Mysterium cosmographicuni, Kepler avait cherché à 
formuler des règles et des principes géométriques sur le mouvement 
et les distances des planètes, espérant jeter ainsi les bases d'une A^ 
tronomie nouvelle. Cette recherche fut le but des efforts de sa vie 
entière, et il y mit la dernière main lorsqu'il publia V Harmonie du 
monde, en 1619. Ces études lui avaient fait remarquer Tutili té de 
recherches sur les principes mêmes de l'Astronomie, les éclipses 
de Lune et de Soleil, la théorie des instruments d'optique, la thi-o- 
rie des réfractions, les anomalies et inégalités du mouvement delà 
Lune et des planètes, etc. Il se trouva naturellement amené à com- 
poser un Ouvrage didactique et une série de Traités dans lesquels 
ces diverses questions étaient exposées avec plus ou moins de 
détails. 
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Au nombre des plus importants que renferme le Tome VI des 
Œuvres complètes de Kepler, nous trouvons VEpitome Astronomiœ 
Copernicanœ^ exposé raisonné, par demandes et par réponses , de 
la nouvelle théorie astronomique fondée par Tillustre Copernic. 
L'Ouvrage, édité à Linz en 1618 et à Francfort en 1621, se com- 
pose de sept Livres ou Chapitres : les trois premiers, relatifs à la doc- 
trine sphérique, le quatrième à la Physique céleste, et les trois 
derniers à la doctrine théorique. 

La correspondance de Kepler au sujet de cet Ouvrage se trouve 
réunie à ce Volume. 

Nous avons dit précédemment que toute l'autorité d'un génie, tel 
que celui de Kepler, devait suffire à peine pour faire admettre les 
idées nouvelles de Copernic. Tycho Brahe avait du leur donner 
une forme un peu indécise, constituant pour elles une sorte de 
correctif. Il avait admis, en principe, la théorie de Copernic, et, 
pour lui, toutes les planètes tournaient autour du Soleil, mais ce 
vaste ensemble se mouvait lui-môme autour de la Terre. Les sys- 
tèmes de Ptolémée et de Copernic se trouvaient ainsi conciliés. 

L'importance d'un Ouvrage de ce genre, Tinfluence qu'il exerça 
à l'époque de sa publication et sa haute valeur scientiGque, qui lui 
donnerait, de nos jours encore, un rang très-élevé, motiveraient 
suffisanmient une analyse approfondie. Mais, pour ne pas sortir du 
cadre même de ce Bulletin, nous croyons devoir nous borner à un 
exposé plus sommaire et à une simple et rapide indication du sujet 
des Chapitres. 

Livre I. — Des principes de l'astronomie en général, et de la 
doctrine sphérique en particulier. 

Au début du premier Livre, Kepler démontre que la Terre est de 
forme sphérique, et décrit les méthodes pour en évaluer la gran- 
deur. 

Chapitre II : Réflexions sur la forme, le nombre, les dimensions 
et l'éloignemcnt des étoiles. Nature matérielle des planètes et du 
Soleil. 

Chapitre III: Nature et hauteur de l'atmosphère. Réfraction as- 
tronomique, etc. 

Chapitre IV : De la place de la Terre dans l'univers. Explication 
du mouvement diurne. Exposé des raisons qui militent en faveur 
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de la théorie de Copernic. Les principaux arguments invoqués par 
Kepler sont au nombre de sept, empruntés à la Métaphysique, à la 
Physique, à la Mécanique, etc. L*origine du mouvement le conduit 
h formuler une théorie des fibres magnétiques qui, de nos jours, a 
servi à la conception des lignes de force, Kepler fait également 
allusion à Vàme de la Terre, qu*il définit et défend par les mêmes 
considérations qu*on retrouve à chaque instant dans ses écrits. 

Livre IL — De la sphère et de ses cercles. 

Tout ce Livre est consacré à des définitions. En premier lieu, 
Kepler donne Ténumération complète des cercles de la sphère; puis 
il indique les différents caractères de ces cercles, la division géomé- 
trique de la circonférence, la division astronomique du zodiaque, 
sa division astrologique en triangles ou trigones, etc. Un paragraphe 
est réservé à la désignation des rhumbs de vent. Le Livre se ter- 
mine par la définition des petits cercles et d'autres lignes. 

Livre in. — De la doctrine sphérique du premier niou9ement 
[uiouv^ement diurne) , 

Après une courte introduction, et un précis de la division du 
Livre, le premier Chapitre est consacré à la description du lever et 
du coucher des astres. La constance de la hauteur du pôle est clai- 
rement affirmée, contrairement à Topinion qui régnait alors à ce 
sujet. 

Chapitre II : Détermination des coordonnées des divers points 
de Técliptique. Tables numériques. 

Chapitre III : Définitions et qualifications de Tannée et du jour. 
De Téquation du temps. 

Chapitre IV : Saisons et zones. 

Chapitre V : Du lever et du coucher des astres à certaines époques 
de Tannée : De Tannée caniculaire des Egyptiens. Du lever héliaque. 
Des apparences dues à la sphéricité de la Terre. Antipodes. 

Livre IV. — Premier de la doctrine théorique, et intitulé : Du 
système du monde. 

Chapitre I ; Eléments du système planétaire. Raisons pour les- 
quelles le Soleil en occupe le centre. Estimation de la distance de 
la Terre au Soleil. Kepler trouve 229 rayons solaires pour la dis- 
tance, et le rapport de 69880 à Tunité pour les volumes. 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. 65 

Recherches sur la densité des planètes. Les nombres donnés par 
Kepler sont un peu supérieurs aux évaluations de TAstronotnie 
moderne. 

Enfin, selon Kepler, l'éloignement des étoiles est de 4 millions 
de rayons solaires. 

On voit, par ces évaluations, que l'illustre fondateur de T Astro- 
nomie n'hésitait pas à donner à l'univers les dimensions gran- 
dioses que les perfectionnements apportés aux moyens d'observa- 
tion allaient bientôt encore obliger à élargir. 

Chapitre II : Du mouvement des corps célestes. Le Chapitre dé- 
bute par l'énoncé très-explicite de la relation connue aujourd'hui 
sous le nom de troisième loi de Kepler : ce La proportion des temps 
des planètes», dit-il, a n'est pas égale, mais supérieure à celle des or- 
bites ; elle est très-exactement marquée , pour les planètes supé- 
rieures, par la proportion sesquialtère. En d'autres termes, si des 
nombres 3o et 1:1, années de Saturne et de Jupiter, vous prenez les 
racines cubiques et les élevez au carré, vous retrouvez la propor- 
tion des orbites de ces planètes. Même relation pour deux planètes 
non consécutives. Par exemple, l'année de Saturne est 3o, celle de 
la Terre étant 1 -, v^3o = 3, 1 1 ; v* 1 = 1 ; leurs carrés ont pour valeurs 
9,67a et I . La distance de Saturne est donc à celle de la Terre 
*.*. 9672 : 1000, et l'approximation est d'autant plus grande, que 
vous avez pris une durée plus exacte. » 

Une autre proposition, aussi importante et non moins claire- 
ment exprimée, est le principe de l'inertie formulé plus loin par 
Kepler, qui se trouve amené à étudier l'action attractive et directrice 
du Soleil, qu'il compare à la force magnétique. Il ajoute même que 
celle force conserve son unité, mais qu'elle varie, comme la lu- 
mière, en raison inverse du carré de la distance, et qu'elle se pro- 
page à travers les corps, semblable en cela au magnétisme^ qu'elle 
émane de toutes les planètes, et que c'est elle, par exemple, qui, 
nous arrivant de notre satellite, produit l'intumescence de l'O- 
céan. 

Kepler revient ensuite à l'énoncé et à la preuve de \2l proportion 
ses(juialtère; puis il s'eilbrce de trouver des relations harmoniques 
<lans le mouvement annuel de notre planète. Du mouvement diurne 
il conclut à une rotation de toutes les autres planètes, analogie con- 
Crmée par les découvertes ultérieures. La Terre, livrée à elle- 

Bull, des Sciences mathém. et astron., t. XI. (Août if'yfi.) ^ 
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iplîrait un nombre de révolotions exprimé par 36o, 
momhrft i»sentîellement harmonique; le complément de 5,!i5 doîl 
^tri^ sktunhué à une action spéciale du Soleil, et vraisemblablemeot 
à la fomtîêre qu'il répand sur la Terre. Le mouvement des planètes 
fffcoodaîrt» (satellites) est dû à des causes semblables à celles qui 
pmdaîsent le mouvement des planètes primaires (planètes). La 
preuve en est donnée par la variation de la Lune, découverte par 
Aboul Wefà et reconnue par Tycho Brahée, à laquelle Kepler 
ajoute la mesure d'une inégalité spéciale du mouvement lunaire, 
connue depuis cette époque sous le nom adéquation annuelle. Tao- 
dis que la variation, dont la période est d'un mois synodique, et 
dont l'argument est la différence des longitudes du Soleil et de la 
Lune, reconnaît pour cause la différence des attractions exercées 
par le Soleil sur la Terre et sur la Lune, Véquation annuelle a pour 
période Tannée, et pour argument l'anomalie moyenne du Soleil. 
Elle dépend de l'excentricité de l'orbîte terrestre. Cette inégalité 
se trouve déjà décrite par Kepler dans le Tome III (Chapitre De 
Luna, anno 1616). 

Chapitre III : Du mouvement réel des planètes, de leur véritable 
inégalité et de sa cause. 

L^inégalité du mouvement des planètes est, en partie, réeUe et, 
en partie, produite par les illusions de la vue. Explications don- 
nées par les anciens, auxquelles Kepler ajoute son opinion. Dans 
sa Philosophie magnétique, W. Gilbert avait attribué à la Terre 
une nature magnétique. Kepler adopte cette base et explique le 
mouvement des planètes par le jeu de fibres ou lignes de force 
magnétiques. Celles des planètes restent toujours parallèles à elles 
mêmes, de sorte que le Soleil les attire et les repousse alternatiTC- 
raent. Les conclusions de cette théorie s'appliquent au mouvement 
de la Lune. Bien que cet astre tourne toujours la même face vers la 
Terre, il peut être doué de quelque nutation qui échappe à la fai- 
blesse de notre vue; de plus, il n'est pas inadmissible qu^un globe 
intérieur à celui de la Lune vienne jouer le rôle du corps magné- 
tique dont il a été question. 

Livre V. — Second de la doctrine théorique, et intitulé : Des 
cercles excentriques, on de la théorie des planètes. 

Chapitre I : Combinaison des facultés de la planète et delà force 
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motrice du Soleil, qui détermiDe une orbite elliptique dont le So- 
leil occupe un des foyers. Nécessité de la notion de Tare et de 
l'angle ayant son sommet au foyer. Enoncé de la loi des aires : les 
aires décrites par le rayon vecteur sont proportionnelles aux 
temps. 

Chapitre II : Définitions des termes usités en Astronomie; ces dé- 
finitions sont très-nécessaires pour Tintclligence des écrits de Ke- 
pler. Les termes qu'il a employés, et le sens qu'il faut leur atta- 
cher, diffèrent quelque peu de ceux que les astronomes ont adoptés 
de nos jours : Excentricus , linea apsidum, libratio, anotnaliœ 
média, eccentri et coœquata; locus eccentricus. œquatio velpros- 
thaphœresis. Cette équation est composée de deux tenues, dont 
l'un dépend de l'inégalité physique et réelle du mouvement, et 
l'autre de l'égalité optique et apparente. 

Kepler termine le Livre par l'explication de l'inclinaison de 
l'orbite et du mouvement des apsides et des nœuds. 

Livre VI. — Des mouv^ements apparents des planètes , 

. i^ Du mouvement du Soleil. L'inégalité apparente du Soleil, 
prouvée par les observations, provient de la variation de distance 
de cet astre à la Terre, ainsi que l'atteste la variation du diamètre 
apparent. Détermination de l'excentricité. Tycho l'avait déduite de 
la dillérence des durées de l'été et de l'hiver. L'emploi de la varia- 
tion de diamètre du Soleil durant ces deux saisons constitue une 
méthode plus élégante, mais trois observations d'une planète con- 
duisent à un résultat plus précis. 

Définition de l'anomalie annuelle de Copernic. Définition des 
années égyptienne, julienne et grégorienne. 

2° Des trois planètes supérieures, Saturne, Jupiter et Mars, et 
des généralités communes aux deux planètes inférieures. Leur 
mouvement s'accorde parfaitement avec la théorie elliptique au 
moment de leur opposition vraie; en dehors de cette position, on 
observe de petites irrégularités dont on peut corriger l'influence en 
les réduisant en Tables. 

3® Des planètes inférieures, Vénus et Mercure, et de leurs élon- 
gations. 

4^ De la Lune. Le mouvement de notre satellite n'est pas sou- 
mis à toutes les inégalités du mouvement des planètes : ainsi on n*y 

5. 
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observe pas de stations. Théorie des inégalités du mouvement lu- 
naire (variation, équation annuelle). 

5^ Des aOections communes des planètes, considérées en tota- 
lité ou en certain nombre. 

Au milieu de considérations astrologiques et astronomiques dé- 
veloppées dans ce Chapitre, on trouve quelques mots sur les années 
lunaires politiques, la théorie des éclipses de Lune et de Soleil, et 
les proportions harmoniques des orbites des planètes. 

Livre Vil , relatif, à la fois, à la doctrine sphérique et à la doc- 
trine théorique. 

Du mouvement de la huitième et de la neuvième sphère (des fixes). 
Kepler rappelle le mouvement de précession des équinoxes et Tex- 
pose avec détails; « mais les véritables inclinaisons des planètes 
sur Técliptique, les causes et les valeurs des mouvements, des li- 
mites et des nœuds, tout cela, dis-je, et toutes choses semblables, 
resteront comme questions à résoudre dans l'âge futur, et ne pour- 
ront être apprises avant que Dieu, arbitre des siècles, n'ait révélé 
ce Livre aux mortels » . 

Ces réflexions terminent TOuvrage, puis viennent gS Notes et 
additions des éditeurs avec les extraits des Tables Rudolphines. 

Le même volume renferme les Tables Rudolphines, préface et 
lettres à ce sujet, jugement d'Horoccius, forme et disposition des 
Tables, dédicace à Ferdinand U, préface et résumé analytique du 
contenu des Tables. 

Cet Ouvrage n'est pas reproduit en détail, parce qu'il n'offre pas 
une grande utilité pratique, les Tables d'éphémérides et de loga- 
rithmes étant arrivées aujourd'hui à un degré de perfection très- 
marqué. 

L'éditeur s'est donc borné à donner des extraits des Chapitres les 
plus importants, avec quelques spécimens de la disposition des 
Tables. Le travail est terminé par le Chapitre relatif à l'usage des 
Tables Rudolphines dans les supputations astrologiques, suivant 
une méthode nouvelle et naturelle. 

Nous trouvons enfin, dans ce sixième volume, l'examen des ob- 
servations de J. Regiomontanus et de 6. Walther-, discussion des po- 
sitions des cinq planètes observées par ces deux astronomes, durant 
la période \/{6i k i5o4- 
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Ce n'est pas précisément un recueil didactique, mais plutôt une 
série de Notes éparses dans les manuscrits de Pouikova, et qui se 
rapportent aux sujets traités dans la préface des Tables Rudol- 
phines. C'est pourquoi l'éditeur a cru devoir les réunir dans ce 
Volume. 

Tome VII. 1868. 

Le septième Volume renferme les écrits de Kepler sur les co- 
mètes, les logarithmes, les épbémérides astronomiques et météoro- 
logiques, la correspondance relative à ces divers objets d'études, et 
enfin divers commentaires historiques. 

En voici l'énumération complète : 

jiussfuhrlicher Bericht.., Description détaillée de la comète ap- 
parue en septembre et octobre 1607. Halle, 1608. La question de la 
nature des comètes n'est guère plus avancée de nos jours encore que 
du temps de Kepler. Ce dernier, n'ayant pu observer que deux co- 
mètes, supposa que leur trajectoire était rectiligne. Les observations 
anciennes n'étaient pas assez exactes pour permettre de corriger 
Terreur ainsi commise. 

C'est dans cet Ouvrage que nous trouvons la comparaison du 
nombre des comètes dans le ciel à celui des poissons dans l'Océan. 
Cette idée est généralement attribuée à Kepler^ Stobée en est le 
véritable auteur {voir, à ce sujet, la Science pour tous, année 1876, 
p. 52. Essai historique sur la théorie des étoiles filantes , des ho- 
lides et des comètes). 

Après ce Traité vient celui des comètes, divisé en trois Livres, tra- 
duction latine et commentaire du précédent (1618). 

Dans le Livre I (astronomique ), Kepler établit la forme rcctiliguc 
de la trajectoire des comètes de 1607 et 1618. Il appuie sa recherche 
sur trente propositions qui forment la première Partie de ce Livre. 
La seconde Partie est consacrée à la discussion des observations 
faites en 1607, de la parallaxe diurne de cet astre, et enfin de treize 
conclusions confirmant la nature de l'orbite. 

Description détaillée des trois comètes de 1618^ observations de 
l'auteur. 

Chapitre II : Indication de la route suivie parla comète de 161 8. 

Chapitre III : Huit propositions au sujet du mouvement de la 
dernière comète de 1618. Appendice de neuf paragraphes. • 
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Livre II (Physique), contenant la Physiologie nouvelle des co- 
mètes. 

Kepler admet que les comètes proviennent de la condensation de 
l'élher sous l'influence d'une certaine force. Il afBrme que les co- 
mètes sont lumineuses par elles-mêmes et qu'elles se résolvent sous 
l'action des rayons du Soleil, qui repousse et illumine en même 
temps la matière de leurs queues. Il explique enfin leurs divers 
aspects et les singularités de formes qu'elles présentent parfois. 

Livre III (astrologique) ou delà signification des comètes de 
1607 et de 1618. 

Kepler ne nie pas qu'une comète puisse toucher la Terre. Il at- 
tribue à la substance qu'elle répand alors dans l'atmosphère la cause 
de maladies épidémiques régnant sur une plus ou moins grande 
partie de l'univers. Il suppose aussi que les comètes exercent d'au- 
tres influences sur les hommes et sur la Terre. 

Signification des comètes de l'année 1619. 

Notes de l'éditeur. 

Hjperaspîstes Tjchonis, — Réponse de Kepler à un libelle de 
Scipion Claramontius, professeur à Pérouse et à Pise, intitulé An- 
titycho, dans lequel Scipion établit que les comètes sont des satel- 
lites de la Terre, et non des corps célestes. 

U Hyperaspistes , paru en lôaS à Francfort, se divise en plusieurs 
paragraphes où est développée la réfutation de divers passages de 
Vjéntitjcho, Nous ne croyons pas qu'il soit nécessaire de les indi- 
quer ici avec détails. 

Il est suivi de VAppendix Hyper as pistis, seu spicilegium ex tru- 
tinatore Galilœi^ autre discussion sur le même sujet. 

Des Notes de l'éditeur complètent ces divers Ouvrages. 

Nous arrivons maintenant à un important Traité de Kepler inti- 
tulé : Chiliade de Logarithmes, précédée de l'exposition ration- 
nelle de la recherche et de l'emploi des logarithmes (Marbourg, 

Voici la division de cet Ouvrage : 

Supplément de la chiliade de logarithmes. 

Exposé de la nature des logarithmes. 

Chapitres I fà V : Divisions de la Table. 

Chapitre VI : Opérations effectuées au luovcn des logarithmes. 
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Chapitre VII : Applications à la Trigonométrie rectiligne et 
sphérique. 

Chapitre VIII : Problèmes sur la recherche des logarithmes et 
sur le retour des logarithmes aux nombres. 

Chapitre IX : Applications à l'Astronomie. 

Chiliade de logarithmes. 

Appendices. — I. Trente propositions sur les logarithmes énon- 
cés dans les Tables Rudolphines (neuf Chapitres). 

U. Notes des Tables de J. Bartschius sur les logarithmes de 
Kepler. 

De ephemeridibus . — Série d'Ouvrages renfermant l'indication 
des mouvements célestes pour les années 161 7 à i636, et, en parti- 
culier, les éphémérides des éclipses de Soleil et de Lune. 

Marginalia ex ephemeridibus adannos 1617-1636. — Obser- 
vations de l'état du temps, de l'aspect et de Tintluence des planètes 
pour les divers jours de cette période de vingt ans. 

Commentaire de Kepler sur une lettre du P. J. Terrentius, S. J. , 
missionnaire en Chine, adressée aux mathématiciens d'Europe, 
i63o. 

Discours de Kepler sur la grande conjonction de Saturne et de 
Jupiter dans le signe du Lion, en juillet 1623 (ail.), Linz, 1623. 

Strena, seu de rUife sexangula. Francfort, 161 1 . Remarques sur 
la cristallisation hexagonale de la neige. 

Extraits des manuscrits de Poulkoua : 

i® De motu terrœ^ Traduction et annotations, en allemand, de 
divers passages d'Aristote. 

2* In libellum Sleidani de quatuor monarchiis (iSpô), Disser- 
tation sur l'Histoire sainte. 

3** De origine gentium ex Alose, Essai historique et géogra- 
phique. 

4** De septuaginta liebdomadihus in Danielc, Commentaire 
des Prophéties (35 pages). 

Tome Vin. 1870-1871. 

Les derniers Ouvrages de Kepler, ainsi que les fragments re- 
trouvés dans les manuscrits de l'Observatoire de Poulkova, ont 
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été réunis dans le huitième et dernier volume de cette édition des 
OEuvres complètes. 

Voici rénumération de ces divers Ouvrages ou fragments, compo- 
sant la première Partie du Tome VIII : 

uistronomischerBericht... Description astronomique des éclipses 
de Lune observées dans l'année 1620, qui vient de s'écouler, suivie 
de Tétude des grandes éclipses de Soleil observées depuis i544* 
Ulm, 1621. 

Somnium seu de Astronomia lunari. — Songe de Kepler ou 
Précis de l' Astronomie lunaire (Ouvrage posthume). Francfort, 
]634) édité par Louis Kepler fils. Ce petit écrit est une fantaisie 
astronomique sur l'aspect de la Terre vue de la Lune, et sur la 
nature et les productions de notre satellite. 128 Notes, écrites de 
1620 à i63o complètent cette description. Voir, à ce sujet, /lej 
Mondes imaginaires et les mondes réels, par M. C. Flammarion, 
1870, p. 320 et seq. 

Plutarchi dejacie quœ in orbe Lunœ apparet , traduction latine 
du Livre de Plutarque sur la figure humaine dessinée sur la Lune, 
avec 187 Notes du traducteur. 

Catéchisme du Saint^Sacrement, du Corps et du Sang de 
N,'S. Jésus-Christ, (ail.), composé par Kepler pour ses en- 
fants, etc. Prague, 16 17. 

Elégies en vers latins. 

Kepler a composé une de ces élégies à la mémoire de Tycho 
Brahe, son digne précurseur. 

Les Fragments sont classés dans les catégories suivantes : 

I. Mathématiques. — Notions d'arithmologie élémentaire. 
Nombre polygonaux (latin). Notion des logarithmes (ail.). Divisibi- 
lité (latin). 

Institutionum geometricarum liber H, Fragments sur la Géo- 
métrie plane et sur les solides réguliers. 
Enoncés de théorèmes. 

II. Histoire et Philologie (lat. et ail.). Etymologies de quelques 
noms propres tirés de Tacite. 

Traduction allemande du premier Livre des Commentaires de 
César (douze paragraphes) •, le reste manque. 
Fragments divers. 
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III. Astronomie. — Des triangles sphériques. Premières re- 
cherches sur la loi des aires. Préface des troisième et quatrième 
Parties du Livre du mouvement de Mars. Fragments. Notes sur des 
écrits de Scaliger. 

IV. Astrologie. — Fragments (lat. et ail.). Analyse du Pronostic 
de Paul Sutorius. Horoscopes de l'empereur Rodolphe et de Wal- 
lenstein. 

Judicium matris Kepleri. — Dossier complet du procès intenté à 
Catherine Guldenmann, épouse d'Henri Kepler, père de l'astronome 
Jean Kepler (aoo pages ail.). 

Ce document termine la série complète des Œuvres de Kepler. 
On voit que tout ce qui pouvait intéresser à cet homme illustre a 
été précieusement recueilli. 

Près de cinq cents pages, composant la seconde Partie du tome VIH, 
ont été consacrées à la biographie de Kepler, et sont divisées en 
Chapitres dont voici la substance : 

I. Histoire de l'Astronomie au xvi® siècle. De l'état où se trouvait 
l'Astronomie lorsque Kepler entreprit ses travaux. 

n. Biographie de Kepler suivant l'ordre chronologique. 

III. De la famille de Kepler. 

De ses amis et de ses protecteurs. 

Etude etdiscussionde la correspondance de Kepler. 

Index rerum et auctorum, — Table analytique, extrêmement 
utile, qui facilite les recherches et les comparaisons ( 1 1 5 pages) . 

Toute la seconde moitié du huitième Volume est le fruit des re- 
cherches de l'éditeur lui-même. Ce long travail dénote chez son 
auteur les qualités d'une vaste érudition et un soin attentif à 
donner les faits précis, base de toute étude sérieuse. Les réflexions 
c|tti terminent ce magnifique ensemble en font saisir le caractère 
général. 

Voici comment s'exprime M. le D*" Friscli, après avoir rapporté 
l'éloge que M. J. Bertrand a fait des OEuvrcs de Kepler : 

« Arrivé au terme de notre Ouvrage même, nous avons toujours 
'^gardé comme plus à propos de citer l'appréciation de Kepler 
»a'te par d'autres que nous, que de couclurc en reproduisant des 
extraits de ses Œuvres. Nous avons, en ellet, consacré trente années 
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et plusà coordonner et à terminer ce travail. Doit-on s'étonner, après 
cela, que nous ayons hésité à formuler un jugement sur le génie 
qui a été si longtemps et si continuellement présent à notre esprit 
et à nos regards. Il pouvait arriver, eu effet, que l'éditeur et l'in- 
terprète des Œuvres de Kepler n'eût pas le jugement impartial et 
indépendant. Pour éviter tout soupçon de cette nature, nous avons 
préféré que d'autres vinssent parler à notre place. 

» Que le lecteur reste donc bien persuadé que, seul, un sentiment 
d'admiration pour un homme aussi éminent que Kepler nous a 
déterminé à entreprendre, à poursuivre et à accomplir une tache 
aussi ardue. Puisse notre travail être accepté comme un signe et 
un témoignage dé profonde vénération, dû et offert à la mémoire 
d'un savant illustre, et puisque, depuis huit mois déjà, le bronze a 
perpétué son souvenir dans son village natal , qu'il me soit per- 
mis de faire les vœux les plus ardents pour que ce monument litté- 
raire ne soit pas jugé indigne du monument élevé à sa mémoire ! » 

H. B. 



REVUE DES PUBLICATIONS PÉRIODIQUES. 

lŒVUE D'ARTILLERIE. — Recueil paraissant le i5 de chaque mois. 

Le premier numéro de cette publication périodique a paru le 
i5 octobre 187a. 

Ainsi que l'explique l' Avant-Propos, la nouvelle Revue a pour 
objet principal de tenir les officiers d'artillerie aucourantdes ques- 
tions qui sont à l'étude dans leur arme, et particulièrement de 
celles qui sont soumises à l'examen du Comité; elle doit leur don^ 
ner, sur le personnel et le matériel de l'artillerie, tous les rensei- 
gnements jugés utiles, et offrir en même temps aux travaux indi- 
viduels une large publicité. 

Les documents insérés dans cette Revue se composent d'articles 
variés sur les diverses questions relatives au personnel et surtout 
au matériel, d'articles traduits des différentes Revues étrangères; 
d'extraits des rapports du Comité; de communications diverses 
d'un intérêt général j>our l'arme (organisation des commissions 
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d'expériences; essais entrepris dans différents centres d'artillerie) ; 
d*études bibliographiques, etc. 

Chaque numéro renferme, en outre, et avec pagination distincte, 
des renseignements extraits du journal militaire officiel, partie ré- 
glementaire et promotions, etc. 

Chaque année forme ainsi trois Volumes, un par semestre pour la 
partie technique, et un troisième pour la partie officielle et admi- 
nistrative. 

On trouve, dans les six premiers Volumes, d'intéressantes études 
sur l'artillerie étrangère, sur la tactique de l'arme pendant la guerre 
de Bohême (1866) et pendant la campagne de France 1870-71 ; sur 
la fabrication des armes et du gros matériel ; sur le tir des pièces 
nouvelles, etc., etc. 

Dans l'analyse succincte que nous allons faire de cette publica- 
tion, nous nous bornerons k signaler plus particulièrement les Mé- 
moires ou travaux dans lesquels les recherches mathématiques 
tiennent une place plus ou moins large. U en est, dans le nombre, 
de trës-recommandables par la difficulté des recherches auxquelles 
ils ont donné lieu. 

Tome I. (Octobre i87a-inars 1873.) 

JoL'FTRET etM ANCEROU . — Description des artilleries prussienne, 
autrichienne, anglaise et russe. 

Sarrau. — Sur les expériences de Rumford et la loi suii^ant 
laquelle la tension des produits de la combustion de la poudre 
dépend de leur densité. (8p.) 

Les expériences de Rumford datent de 1797* Elles ont été faites 
à l'arsenal de Munich, et décrites dans le Traité d'artillerie du géné- 
ral Piobert. 

La discussion attentive des expériences de Rumford a conduit 
M. Sarra^ à admettre, pour les résultats de ce physicien, une frac- 
tion discontinue de la densité. En prenant pour abscisses les in- 
verses des racines cubiques des densités, la courbe des pressions est 
représentée par quatre segments de droite. 
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Tome II. (Avril-septembre 1873.) 

Mànceron, Jouffret et Jouakt. — Description des artilleries 
russe, suisse et italienne. 

Page. — De la dériifation, (la p.) 

Etude théorique, fondée sur les principes mathématiques les plus 
simples. L'auteur applique ses recherches au mouvement du gyro- 
scope et de la toupie, et arrive à cette conclusion, qu'on parviendrait 
à supprimer la dérivation ou tout au moins à la rendre a peu près 
nulle, si Ton pouvait augmenter la vitesse angulaire. 

Creuzet de Làtouche. -^ Etude sur la construction des bouclies 
à feu de l' artillerie moderne. (2 articles.) 

Noble. — Sur la pression nécessaire pour donner le mouvement 
de rotation aux projectiles des canons rayés. (16 p.) 

JouFFRET. — Sur V établissement et V usage des Tables de tir. 

{20 p.) 

Considérations générales, calculs relatifs aux points moyens . Inter- 
polation. Méthode des moindres carrés, formulée d'abord parLe- 
gendre (i8o4)) puis rattachée par Laplace au Calcul des probabili- 
tés. Formule de compensation des dérivations. 

Tome in. (Octobre 1873-mars 1874.) 

JouFFRET. — Sur l'établissement et l'usage des Tables de tir 

(suite). (22 p.) 

Ek[uations normales qui servent de point de départ à la méthode 
des moindres carrés. Leur résolution par les coefficients indéter- 



minés. 



Méthode d'interpolation par laquelle s'obtient directement le 
polynôme qui satisfait aux deux conditions de représenter les obser- 
vations avec un écart moyen moindre que tout autre polynôme de 
même degré, et d'avoir le dt'gré le moins élevé parmi tous les poly- 
nômes pour lesquels cet écart moyen est inférieur à la limite donnée. 
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Loi de formation d'une série remarquable signalée d'abord par 
M. Tchebychef. Démonstralion élémentaire de cette série, rattachée 
par M. Hermite à celle de Lagrange. 

Règles pratiques de calcul des diSérences. 

AsTiER. — Du tir en brèche à grande distance contre des ma- 
^nneries couvertes. 

Application des formules du tir plongeant. 

JouFFRET. — Sur l'établissement et l'usage des Tables de tir 
(suite et fin), (ao-17-15 p.) 

Des diverses opérations analytiques qu'on peut faire au moyen 
de la Table de tir. Intercalation. Diiiérentiation. Intégration. 

Calcul, au moyen de la Table, des éléments qui n'ont pas été 
observés, mais qui sont néanmoins déterminés en vertu des résul- 
tats et des expériences, tels que les hausses verticale et horizontale. 

Angle de chute. Zone dangereuse. Vitesse d'arrivée. Durée du 
trajet. 

Équation de la projection verticale de la trajectoire. Point cul- 
minant. Justesse du tir. Résistance de l'air. 

Résumé et observations complémentaires. 

Cette intéressante monographie des Tables de tir a fourni à Tau- 
leur la matière d'un savant travail qui démontre que cette question 
est subordonnée à l'emploi de considérations analytiques parfois 
très-délicates. 



Tome IV. (Avril-septembre 1874.) 

JouART. — Balistique intérieure expérimentale, d'après G. El- 
lena. (18 p.) 

Des méthodes indirectes pour la recherche expérimentale des 
usions intérieures. 
Résultats des expériences faites en 1867 parle général Mayevski. 

JotJFFRBT. — Théorie élémentaire du mouv^ement du gyroscope, 
àe la toupie et du projectile oblong, (ao p.) 

On considère généralement la question de l'effet des forces sur uu 
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corps tournant comme peu susceptible d'être traitée autrement que 
par une analyse élevée. La méthode exposée dans ce travail, où 
cette question est rattachée à celle des pressions qu'un oorps tour- 
nant exerce sur ses appuis, fournit une solution permettant à toute 
personne de comprendre e^ de prévoir ces effets singuliers, dont la 
connaissance s'impose aujourd'hui à l'artilleur. 

Examen de Tinfluence déviatrice générale sur le mouvement des 
corps, résultant de la rotation de la Terre. 

Conséquences relatives à la théorie des vents alizés, à la rotation 
diurne des vents, à la direction du gtdf-stream, à l'effet du cou- 
rant des fleuves sur une rive ou sur l'autre, selon l'hémisphère; 
k la déviation des projectiles. 

Phénomènes de précession et de niUation observés dans la rota- 
tion de la Terre. Mouvement du gyroscope. 

JouART. — Balistique expérimentale d'après G. Ellena (suite 
et fin). (i6p.) 

Méthodes de mesure directe de la tension des gaz dans l'âme. 
Méthode des cylindres. Mesureur Rodman. Appareil de M. Noble, 
appelé aussi crusher. 

JouFFRET. — Tliéorie élémentaire du mouvement du gyroscope 
(fin), (il p.) 

Conséquences relatives au projectile oblong. Mouvement de la 
toupie. De nombreuses figures, intercalées dans le texte, facilitent 
la lecture de cet intéressant Mémoire, comme de celui du même 
auteur sur les Tables de tir. 

Tome V. (Octobre 1874-mars 1875.) 

Perroiion. — Sur un appareil destiné à figurer le mouvement 
dffs projectiles ob longs dans l'air. (i4 p., 4 fig-) 

DucHÈME. — Sur une question de balistique expérimentale. 
(ao p.) 

Recherches tentées dans le but de prolonger les Tables de tir 
jij^|u'îi la portée maxima pour les plus grandes cliarges. 

(Considérations théoriques. Angles de tir. Hausses. Dérivations. 
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Dérives. Angles de chute. Vitesses restantes. Durées de trajet. 
Tables de tir. 

ÂSTiER. — De l'influence de la rotation terrestre sur les écarts 
du tir, (10 p.) 

SiAcci. — Sur les principes du tir. (2 art., 1 7-7 p.) 

André. — Détermination de quelques éléments des solides de 
révolution . (^ p . ) 

Tome VI. ( Avril^septembre 1875.) 

Duché» E. — Sur la dépendance mutuelle des divers éléments 
d'un système d'artillerie, (27 p.) 

Tome VU. (Octobre i875-mar8 1876.) 

JouART. — Le marteau-pilon de 5o tonnes de Perm, ( 1 1 p. , i pi .) 

Mahubeim. — Note sur le tir lorsque le but est élevé au-dessus 
de l'horizon. (5 p.) 

SiAcci. — Sur une question de balistique. (4 p.) 

Proposition extraite d'un nouveau Mémoire, dans lequel l'auteur 
relie très-heureusement l'une à l'autre la balistique expérimentale 
et la balistique théorique. H. B. 



CASOPIS pRo PBSTovÂNi Matoematiky a Ftsiky ('). 

T. IV; 1875. 

Studhicka (F.-J.). — Sur l'origine et le développement de la 
théorie des nombres. (4^ P-) 

L'auteur donne un court aperçu historique de l'origine et dévc- 



(*) Voir Bulletin^ t. VIII, p. 132. 
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loppement de la théorie des nombres : son Mémoire se divise en 
deux Parties, dont la première comprend Tintervalle depuis les 
premiers commencements connus de l'antiquité jusqu'à Fermât, la 
seconde Tintervalle depuis Fermât jusqu'à ces derniers temps. La 
clarté de l'exposition est encore rehaussée par des citations heureu- 
sement choisies. 

CuBR (E.). — Sur les mesures de la Terre [suite et fin (*)]. 
(5 art., 37 p.) 

Fin du travail commencé dans le Volume précédent. 

Hejzlar (Fr.). — Sur les courbes caustiques. (4 p.) 
Dans ce court article, l'auteur démontre d'une manière élémen- 
taire que l'enveloppe de tous les rayons lumineux refléchis, tombés 
parallèlement à l'axe sur un miroir sphérique, dans un plan passant 
par l'axe, est une épicycloïde. 

Seydler (A.). — Sur le passage de Vénus desfant le Soleil, le 
8 décembre iSy4- (^ art., 19 p.) 

Courte exposition populaire de la méthode de Halley et des 
moyens fournis par les travaux les plus récents pour la détermina- 
tion de la parallaxe du Soleil. 

Studnicka (F.-J.). — Sur les séries de sommes en général, et 
sur les nombres figurés en particulier, (1 art., i5 p.) 

Exposition des propriétés les plus importantes des nombres fi- 
gurés et particulièrement des nombres polygonaux et polyédraux. 

Studnickà (F.-J.). — Démonstration des formules fondamen- 
dales de la Trigonométrie sphérique au moyen de quelques théo- 
rèmes sur les déterminants, (pp.) 

Â l'aide de quelques propositions empruntées à la théorie des 
déterminants et à la Géométrie analytique, l'auteur établit d'une 
manière élégante et générale les formules fondamentales de la Tri- 
gonométrie sphérique. L'article se termine par un coup d'œil histo- 
rique sur le développement de cette branche des Mathématiques. 

PInek (A.). — Sur la somme des nombres cubiques, (3p.) 

(») Voir Bulletin, t. VHI, p. 129. 
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L'auteur établit une expression de la somme 



n 

l 



[c -h nbY; 



d'où résulte, comme cas particulier, la formule pour la somme des 
cubes. 

HromIdro (F.). — Démonstration analytique de la construction 
des normales à l'ellipse, (2 p.) 

Studnickà (F.-J.). — Comment les Arabes résolvaient les équa- 
tions du troisième degré de la forme x* — Pj:4-Q = o. (4 p-) 
Article rédigé d'après Hankel. 

Studnicka (F.-J.). — Eléments de la théorie des nombres, 
(4 art., 6a p.) 

L'auteur développe d'une manière très-claire la théorie de la 
divisibilité des nombres, leurs propriétés les plus importantes, le 
calcul des congruences, avec son application aux équations indéter- 
minées du premier degré. 

SoLiN (J.). — Eléments d' A rithmographie (fln). (18 p.) 
Conclusion d'un article commencé dans le Volume précédent. 
L'auteur y traite de la solution graphique des équations biquadra- 
tiques, de la différentiation et de l'intégration graphiques, de la 
détermination graphique des aires et des volumes. 

Stcjdkicka (F.-J.). — Le calcul des fractions chez les Romains. 
(6 p.) 

D'après Hankel . 

SruDiiriiKA (F.-J.). — Théorie mathématique des gaz, (3 art., 

28 p.) 

Rédigé d'après Lang. [Einleitung in die theoretische Physik.) 

Vahaus (J.-R.). — Sur une interprétation de l'équation de la 
parabole, (6p.) 

Cette Note indique comment on peut établir une dépendance 
entre la résolution des équations quadratiques et la parabole. 

Pawek (A.). — Méthode élémentaire pour V étude des courbes 
dans le plan. (2 art., 19 p.) 

Bull, des Sciences mathém. et astron.., t. XI. (Aoûl 1876.) O 
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Dans cette Note, écrite pour les élèves de renseignement moyen 
Fauteur indique d'une manière élémentaire des méthodes pour l'é- 
tude de la forme générale des courbes planes, et éclaircit son expo- 
sition par des exemples. 

HromXdro (F.). — Remarque sur la somme des nombres carres. 

(ipO 

Jarolimek (C). — Sur la construction, par la Géométrie des- 
criptive, de l'intersection des droites avec les courbes du second 
degré données par leurs axes. (7 p.) 

Le problème proposé est résolu par la considération des figures 
dans l'espacé, pour la parabole, l'hyperbole et l'ellipse. 

Vanaus (J.-R.). — Sur le mouvement des projectiles. (5 p.) 

« 

Hromadko (F.). — Comment on peut doubler la puissance d\m 
courant galvanique. (4 pO 

Blazek (G.). — Remarque sur le calcul de l'intérêt composé. 

(« P-) 

Nouvelle démonstration de la formule 

A = «2 • 

q-i 

T. V; 1876. 

Studnicka (F.-J.). — Sur l'origine et le développement de la 
théorie des déterminants. (2 art., i3 p.) 

L'auteur donne un aperçu complet de tous les travaux qui ont 
contribué à la création et au perfectionnement de cette théorie, à 
commencer par les agrégats symboliques dont il est question dans 
la correspondance entre Leibnitz et l'Hospital, jusqu'à notre époque. 

Zahradixik (K.). — Géométrie du cercle, à V usage des élèves 
de l' enseignement moyen. (3 art., 3i p.) 

KucHYKKA (M.). — Sur les principes scientifiques de Vart du 
dessin, depuis son origine jusqu'au milieu du xv* siècle, (a art., 
11p.) 

Hromadko (F.). — Remarque sur les équations quadratiques. 

(>p-) 

Contre Note relative au cas où une racine d'une équation qua- 
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dratique devient infinie , et à la moyenne harmonique des deux 



racines. 



Plasil (J.). — Une analogie goniométrico-phjsique, (3 p.) 

Si l'on écrit dans les sextants d'un cercle les fonctions sin^ tang, 
sec, cosëc, cot, cos, ce schéma donne lieu a plusieurs propositions, 
qui peuvent se réduire aux trois suivantes. 

i . Le produit des fonctions opposées est égal à l'unité. 

2. Le produit de deux fonctions, prises alternativement de deux 
en deux, est égal à la fonction située entre les deux facteurs. 

3. Le produit de trois fonctions alternées de deux en deux est 
égal à l'unité. 

Des propositions analogues, très-faciles à trouver, ont lieu main- 
tenant relativement aux six couleurs principales du prisme, in- 
scrites de la même manière dans un cercle, l'unité ayant naturelle- 
ment pour analogue la couleur blanche. 

Studuicka (A.). — Nouveaux phénomènes produits par la lu- 
mière, (a p.) 

D'après The Engineer, Il s'agit des actions répulsives que 
M. Crookes avait cru constater dans les rayons lumineux. 

Becka (B.). — Détermination de la valeur du produit imagi^ 
ncdre 



n=« 



n yt(n-4-i)4-(i-n') 
ii(/ï-+- i) -4- (i — i) 

(»P-) 

L'auteur démontre que ce produit a pour valeur /(= y' — i ). 

SiMERKA (V.). — Sommes des entiers contenus dans une pro- 
gression arithmétique fractionnaire, (pp.) 

L'auteur détermine la somme des entiers contenus dans un 
nombre donné de termes de la progression arithmétique 

«-4-é 2a-4-fr Ma-{-b 

n a n 

et applique le résultat obtenu à la détermination du nombre des 

6. 
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HozA (F.) . — Les intérêts composés et le calcul des rentes, pour 
les élèves de l'enseignement moyen, 

Paicer (A.). — Contribution au calcul des probabilités. 

Baudys (V.). — Théorie de tarc-en-ciel secondaire. 

DuRRAivDE (H.). — Sur l'application des déterminants à la 
théorie des moments des forces. Traduit parK. Zahradnik. 

Traduption d'un Mémoire publié en 1873 dans les Nouvelles 
annales de Mathématiques ('). 

HromÂdro (F.). — Sur la probabilité de l'existence des rayons 
ultra^rouges dans le spectre solaire. 

Si Ton observe, au moyen de l'érythroscope (de Wild), le spectre 
solaire projeté sur un écran blanc, dans un lieu obscur, on aperçoit 
le spectre prolongé au-dessus de son extrémité rouge. 

Stddnicra (F.-J.). — Sur le développement de notre littérature 
physique pendant les cinquante dernières années. 

Coup d'œil sur les travaux publiés sur cette science en langue 
bobème. 

Paner (A.). — Sut* quelques théorèmes de Trigonométrie, pour 
les élèves de l'enseignement moyen. 

Plch (P.-C). — Equation de l'ellipse rapportée à deux dia- 
mètres, appropriée à la théorie des vibrations elliptiques. 



Ces deux volumes contiennent en outre des problèmes de Ma- 
thématiques et de Physique avec leurs solutions, des annonces et 
des comptes rendus des nouvelles publications. Ed. W. 



(») Voir Bulletin, t. VI, p. 187. 
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MfiLANQES. 

SGI LES STSTÊIES iBSOLIUlRT UTÉGRIBLES DlQUiTlONS LMÉmES AUI DIFFÉ- 
REHTIEUES TOTALES, ET SUE LlNTEGRiTiOIl SllDlTAEÉE DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 
ira DIFFÉIENTIELLES PARTIELLES (*); 

Par m. A. MAYER, à Leipzig. 

Toute équation linéaire aux difTérentielles partielles du premier 
ordre est équivalente à un certain système d'équations différen- 
tielles ordinaires. De la même manière, il existe, entre les systèmes 
d'équations linéaires aux différentielles partielles du premier ordre, 
admettant une solution commune, et certains systèmes d'équations 
linéaires aux différentielles totales, une dépendance réciproque 
facile à reconnaître, qui, du reste, a déjà été plusieurs fois re- 
marquée et utilisée dans des cas spéciaux, par exemple dans la mé- 
thode d'Ampère pour l'intégration des équations aux différentielles 
partielles du second ordre qui ont une intégrale intermédiaire. 

Soient, en effet, les m — i équations simultanées aux dérivées 
partielles 

(1) A.(/) = o, A,(/)=o,..., A...(/) = o, 

dans lesquelles on a, en général, 

les coefficients a^ étant des fonctions données de Xi, Xt, • . . , J"„ ; 
si ces équations admettent une solution commune y*, cette solution 
sera toujours, en même temps, et quelles que soient les fonctions 
arbitraires X|, X,, ..., X,,^! de Xi, or,, •.•,a?„, une solution de 
l'équation linéaire aux différentielles partielles 

X. A. (/) -+- h A, (/) -h . . . + u^, A... (/) = o, 
cl, par conséquent, en l'égalant a une constante arbitraire, ^ sera 



88 BULLETIN DES SCIENCES 

uiie intégrale des n — i équations difTérentielles ordinaires 

dxi : dxi : ... : dxm^x : dx„ : ... : dx» 

= Xi î Xïi ...I X«i-i : \ ^û^:...: \ ^^«» 

et partant aussi une intégrale des n — m + i équations linéaires 
aux diilërentielles totales 

(II) rfjti= \ olldxky (Ar = /ii, m-h I,..., /i), 



/i=r 



que Ton obtient par rélimination de X,, X,, . . ., X^_, entre les précé- 
dentes, et Ton voit immédiatement que, réciproquement, si les 
équations (U) admettent une intégrale y* = const., c'est-à-dire s'il 
existe une fonction /* de Xt, Xt, . . ., j:„, dont la diQërentielle s*aii- 
nule identiquement en vertu des seules équations (H), cette fonc- 
tion est une solution commune des équations (I). 

Le problème de trouver une solution commune des m — i équa- 
tions linéaires aux différentielles partielles (I) est, d'après cela, 
identique avec le problème de trouver une intégrale des n — m -h i 
équations linéaires aux différentielles totales (II). En conséquence, 
on doit s'attendre à ce que toute méthode conduisant à l'intégra- 
tion des équations (II) devra aussi contenir le germe d'une mé- 
thode d'intégration pour les équations (I). C'est cette idée quia 
donné lieu aux recherches suivantes, dont le but principal est de 
trouver une voie par laquelle ou puisse arriver, par le moindre 
nombre possible d'intégrations, à trouver une solution commune de 
plusieurs équations linéaires simultanées aux différentielles par- 
tielles du premier ordre d'une même fonction inconnue. 

On peut d^ailleurs introduire préalablement une simplification 
importante. En efl'et, ainsi que Ta fait voir Clebsch (*), tout sys- 
tème d'équations aux différentielles partielles de cette forme, qui 
admet généralement une solution commune, pouvant se ramener à 



(*) Journal de C relie, t. 65, p. 257. 
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un système jacobien, c'est-à-dire, en particulier, à un système de la 

forme (I),dans lequel les opérations A satisfont aux i — 

identités suivantes : 

(III) A,[A,(/)]-A,[A,-(/)] = o. 

il suffit alors de considérer les systèmes d'équations aux dilTéren- 
Lie^I]es totales dont les coefficients satisfont aux conditions qui ré- 
sultent des identités (lU). 

Ces systèmes jouissent de la propriété d'être satisfaits par 
u — m 4- I intégrales, et l'on peut d'abord montrer que leur inté- 
gration revient à l'intégration complète de m — i systèmes chacun 
de n — m-t- I équations dilTérentielles ordinaires du premier ordre, 
comme l'a déjà remarqué M. Natani ('), dans l'hypothèse d'un 
système d'équations aux différentielles totales admettant le nombre 
indiqué d'intégrales. 

Mais, par une transformation des équatious données, pareille à 
celle qui a servi à M. P. du Bois-Reymond pour ramener les équations 
linéaires aux différentielles totales intégrables par une seule équa- 
tion à une seule équation différentielle ordinaire du premier ordre, 
entre deux variables ('), on peut faire en sorte que l'intégration du 
premier de ces m — i systèmes suffise déjà pour l'intégration des 
équations données, ce qui ramène en même temps la solution com- 
plète du système jacobien équivalent à l'intégration complète d'un 
^ul système de /i — m + i équations difiérentielles ordinaires du 
premier ordre. 

lien résulte enfin, ce qui est beaucoup plus important dans 
les applications, que, pour la détermination d'une solution com- 
mune du système jacobien, il n'est indispensable de connaître 
(luune seule intégrale de ce système d'équations différentielles 
ordinaires 5 ainsi, par exemple, le nombre d'intégrales dont on a 
besoin pour la solution complète d'une équation non linéaire aux 
diiTérentielles partielles du premier ordre est, abstraction faite de 
'a première, égale précisément à la moitié du nombre d'intégrales 
dont la connaissance était nécessaire dans la meilleure des an- 
ciennes méthodes, celle de Weiler et Clebsch (•). 

(') Journal de Crelle, t. 58, p. 3o. 
(') Journal de Crelle, t. 70, p. 3 12. 
(*) Journal de Crelle, t. 65, p. a63. 
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SI. 

ConditloDt dlptégnbîlîté alMoIue. 

Ou est conduit aux systèmes d'équations linéaires aux ditféren- 
liallrs totales^ que nous consklérerons ezcIosiTement dans ce qui 
va suivre^ en égalant à des constantes arbitraires n — m + 1 foDc« 
lions quelconques « indépendantes entre elles^ de n variables Xj, 
,1*,, • . • « Xm« et prenant les différentielles totales des équations ainâ 
obtrnues. 

!•« rt^iolution des éqiutions dérivées par rapporta n — m+i 
do» n dillérentielles donne n — m + i équations différentielles si- 
iitiihantM^s de la forme 

|t) </,ri= \ a\dxk. * =i»i, m-f-i, ..., n). 



t.-i 



(Uii« lrM|urllo» a\ sont des (onctions données de toutes les n va- 
ilrtlilrfi, l'I auxquelles^ par suite de leur mode de formation, on 
|i(ttiiin tiiiiiif;im' en }>renant pour x., x«^,, . • ., or. des fonctions 
i^dhviMiiihlrit de» \ariaKIes indépendantes x,, Xf, . . ., x,^i, fonc- 
HnM< qui nmlirudr\Mil emiwe de plus n — m -f- i constantes arbi- 
hniM'«. ISMir |Hun\nr mVxprimer plus brièvement, je donnerait 
Mt« tri «t'ili'^uu' d\\)UAlK>n$ linéaires aux différentielles totales (i) 
II» M* MU d«' T^ ^#%^'i'>*y^ «i3v>W44.'viienif imtè^jvAle. 

I'HhI |»r«%|HW(«^ ^lVi)M^y)ue«aenl« un système d'équations linéaires 
t\\\\ \\\\\s^Ky\\XW\\^ l\^Alo:^ de la tV>rme (i\ on peut se demander 
«rt^lMM^t Mm« qut'lUvi \NxiKtiti\>n$ il sera absolument intégrable, et 
i>Mt^^Uv. qiuiul ws \NMi\KtisNn$ $ont nnnplies« comment on pourra 

tVu^' \\(\\\ s^\\^\^ •% — ^ *^\ R>«Kikios X,, x^^i^ — , x« des ?a- 
vUMi'^it ind%^(Mr>^UnU\^ .%\k .i>> ^ . ^« x... satisfaisant identiquement 
rt\u AjWAl'i^^w* sKh%w^>^ ,i\ i! ùut que* S et £ désignant deux nom- 
l\\^** qm K>H^qm''^^di|fWi^^wl> ^^tw* eux. Je la suite i, 2^ . . ., m — 11 



Mt 4 <lî. 






A*-. '• -* 
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et par suite, en indiquant par la caractéristique d que, dans la dif- 
férendation, x^^ •^oh-d • • • 9 «^a doivent être considérés comme des 
fonctions de Xk et de Xi^ pour lesquelles ont lieu les relations (2), 

il faut que l'on ait 

ax] dxh 
c'est-à-dire que ces fonctions satisfassent aux équations 

(3) ^''* - ^ + VV« ^ - of — h = o. 

^ dxi dxk Zu\^àx\ ^ dx\l 

Si Ton emploie la notation A/(y*) pour désigner généralement 
l'opération 

les équations (3) pourront s'écrire plus simplement de cette ma- 
nière : 

(5) A/(a{)-AA(ai)=o. 

Ces conditions, au nombre de — — '-y doi- 

Tent être satisfaites, d'après cela, par les fonctions x„^^ '"^x^ des 
Tariables indépendantes x^ ..., Xm.i) qui résolvent les équa- 
tions (i). Mais si, comme on le suppose ici, ces fonctions doivent 
contenir n — m + i constantes arbitraires, cela ne pourra avoir 
lieu que si ces conditions sont déjà identiques par elles-mêmes. 

La vérification identique des relations (3) ou (5) est donc né- 
cessaire dans tous les cas potu*que les équations (i) soient absolu- 
ment intégrables. Cette condition est, de plus, suffisante, comme 
nous le verrons dans le paragraphe suivant, où Ton montrera 
conunent, dans la supposition des identités (3), on peut déter- 
miner x») ..., Xft en fonction de Xt, . .. , x^^i etde/i — w-f-i con- 
stantes arbitraires, de manière à satisfaire identiquement aux équa- 
tions (1). 

En attendant, je ferai encore remarquer que, comme on a, en 
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vertu de (4), 



X=/i 

df 



. A,[A,(/)] - A*[A,(/)]=^ [A,(ûî) - A*(«il] ^^^ 

'k=.m 

les identités (5) entraîneront aussi les suivantes : 

(6) A,[A,(/)] = A,[A,(/)], 

qui ont lieu pour toute fonction /*, et qui, réciproquement, peu- 
vent remplacer les conditions (5). 



Réduction du système (i), lorsque les relations (3) ont Ueu identiquement, à 
m — I systèmes de n — m h- i équations différentielles ordinaires du premier 
ordre. 



Lorsqu'on a en général n — w -f- i fonctions j?«, . . . , x„ des va- 
riables indépendantes Xi, . . . , x„.| satisfaisant aux équations (i), 
elles devront d'abord satisfaire aux n — m + i équations 

Ces équations, dans lesquelles Xt, ..., x«.i n'entrent que comme 
des constantes, forment un système de n — m -h i équations diffé- 
rentielles ordinaires entre o:^, . . . , jr„ et Xi. 
Si donc les équations 

(8) <px(^i»^i, . . .fXm-nXm, . . .,ar,) =cx, (X = m, ni -h If . . . t h) 

sont n — m -f- 1 intégrales de ce système, indépendantes les unes 
des autres, les solutions x^^ . . . , x„ des équations (i) doivent être 
contenues dans les équations (8), dans lesquelles les constantes 
d'intégration cx ne peuvent dépendre que de x^, . . . , x^«i. 

Les équations (8), étant les intégrales complètes du système (7), 
peuvent être toujours résolues par rapport à x^, . . . , Xn- On peut 
donc utiliser ces relations pour introduire c^^ ..., c„ comme de nou- 
velles variables à la place de x«, . . . , jc„. 
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Des équations (8) on tire, en diilérentiant complètement, et 
substituant les valeurs données par les équations (i), 



/j = m — I A-=n 



"-= 1 (^S-S-îîS)"- 



A=i kz=in 



Or ici le coefBcient de dxx est identiquement nul, puisque les 
équations (8) sont, par hypothèse, des intégrales du système (y). 
En faisant usage de la notation (4), il restera donc simplement 



h = m — t 



d(\= \ AkMdxk. 



De ces n — ^m-h i équations, dans les seconds membres desquelles 
on remplacera .r«, . . . , x, par leurs valeurs résultant des équa- 
tions (8) , on devra tirer les nouvelles variables c^, . . . , c^. 

Mais, pour que les équations (8) continuent à être des intégrales 
du système (7), il faudra que les cx deviennent indépendants de 
•3^1; donc Xi ne devra pas entrer dans les équations (9). 

C'est en eflet ce qui a lieu; car, comme on a, d'après (6), 

A.IAa(q.)] = Aa[A,(90] 
et 

A,((px)=o, 

il en résulte que f= A/k(^) est aussi une solution de Téquatiou 
Ai(/) =0; autrement, A/t(^) = const. est une intégrale du sjs^ 
^^e(j). Aussi, lorsqu'on aura substitué pour j:„, . . ., jr„ leurs 
valeurs provenant des intégrales (8), les expressions A^ (cfx) seront 
indépendantes de Xi 

Les équations (9) sont donc toutes indépendantes de Xi, et ne 
peuvent par conséquent pas changer', quelle que soit la valeur 
^ue l'on y attribue à cette variable. 

Le système donné (i) est maintenant ramené au système (9), 
^ contient encore m — a variables indépendantes. Ce dernier 
système ne peut évidemment être établi en général [c'est-à-dire tant 
<]ne l'on ne précise pas davantage le système d'intégrales des équa- 
tions ( 7) au moyen duquel les quantités a ont été introduites comme 



<}é KZULtlS^ 389^ 



::4i Kziê u. 







^--' fc»! il 



Oto pcat rac^vananvr'^ir Sait:- 
il se ■uBH&fff^ fiit» 
de<i^Hrt 




les réfivliJCU ^fm f 4» vàii^ea/a <b rHifcsEOi &» FiiûifLi A r S saîraiit 




tkms (k^;^ 1^ ^tt»dJlcs€;. 
les é^mslMBS 

dans l^ts^tfuMtt ijn derra exprimer aussi « à Taide des subslita- 

tUm» {io)^ les iii an mojen de x,. x,, . . . , x_, c^ r., el 

par La ùprauUim desquelles cm aura g^goé œd, que ces sokstittt- 
t»wi.s rradtotÊl identiques les éqnaiions 

M IVm résout ces n — m -f- 1 équons paitar rapport à dc^^ . . ., 
<ir^, Ofi difvra retomber sur les équations (9). On pourra donc 
r^mfiMiter ces dernières par les équations (i i), et comme, d'après 
(tti qui précède, les équations (9) ne contiennent pas X|, il sera 
permis A*attribiter directement, dans les équations (ii), avant 
même de les résoudre, à la ^variable Xi une valeur arbitraire, 
pour laquelle ces équations restent encore résolubles. 
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Cela établi, soient maintenant 

les solutions complètes des équations (7), exprimées au moyen de 
Xi.et des valeurs jc^, ,.,^x\ des variables dépendantes x^,. . . , x„, 
qui correspondent à la valeiu* initiale x\ de Xx- Cette valeur ini- 
tiale x\ peut être choisie arbitrairement; seulement il faut, pour 
que les valeurs correspondantes des variables dépendantes restent 
arbitraires, qu'aucune des quantités a\ ne puisse, pour cette va- 
leur, devenir infinie ou indéterminée. Les expressions yj,^ repré- 
sentant les valeurs qui résultent pour les variables x^ de la ré- 
solution des équations suivantes, conséquences des intégrales (8), 

0\y^X\^ Xjy • • • f Xm — 15 ^m* • • • > X^j "^^^ ^^\^ \ » ^2» • • y ^m—tt ^iny • • • > ^j, j> 

ont alors la propriété de se réduire à xl pour x^ =^ x\. 
Par conséquent, si, dans le système 

qui se déduit de (i) quand on introduit par les substitutions (12), 
comme nouvelles variables, à la place des quantités x^^ . . • , x„, 
leurs valeurs initiales x^^ • . • , x*, oti pouvant d'ailleurs prendre, 
d'après ce qui précède, une valeur quelconque, on pose Xx=^x\\ il 
se réduit au suivant : 

hz=m — I 

(i3) dxi= ^' al'dxH, 

A = a 

dans lequel a^ représente ce que devient ai lorsqu'on remplace les 
CI u auu bes jl^^ *^m^ * * * ) *'^n Mcir wCr . , tXi^, • • • , «a^^ • 

C'est à l'aide de ces n — m 4- i équations (i3), qui peuvent être 
établies, comme on le voit, avant toute intégration du système (7), 
que l'on déterminera les valeurs initiales, considérées comme des 
fonctions de Xs, • . . , ^m-i- 

Les équations (i3 ) forment un nouveau système tout à fait seni- 
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blable aux équations données (i), seulement avec une variable in- 
dépendante Xi de moins ^ cai*, puisque, par hypothèse, on a iden 
tiquement 

àai âa\ . v" / i à(4 



dxi àxk 






on a aussi identiquement 



.ho Ay,. mr-1 / . A^ào 



daî' an, 
dxi dxh 






Le système (i3) remplit donc aussi les conditions de Tintégrabilité 
absolue. On pourra, par conséquent, opérer sur ce second système 
exactement comme sur le système donné, c'est-à-dire que Ton 
pourra, par l'intégration d'un second système de n — m -f- 1 équa- 
tions diirércntielles ordinaires du premier ordre, le ramener à un 
système complètement intégrable, ne contenant plus que m — 3 va- 
riables indépendantes, et ainsi de suite; de sorte que finalement, 
après l'intégration de w — i systèmes, chacun de n — /w-|- i équa- 
tions difFérentielles ordinaires du premier ordre, et pouvant chacun 
s'établir et se traiter indépendamment des autres, on parviendra 
à l'intégration complète du système donné (i), et l'on obtiendra, 
par un système récurrent de formules, jt^i . • • ^ x„ au moyen de 
Xi , OTt, . . . , J^m-i et des n — w -f- 1 constantes arbitraires du der- 
nier de ces m — i systèmes. 

(^ sui\>re.) 
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REVUE BIBLIOQRAPHIQUE. 

HATTENDORFF (Karl). — Sghwere, Electricitat und Magnbtismus , nach 
DEN VoRLESUNGBN VON Bernhard Riemann ( * ).— I vol. in-8^. Hannover, 1876. 

Les physiciens désiraient depuis longtemps la publication d'un 
livre vraiment classique, où Ton put étudier la théorie de Télectricité. 
Les leçons de Riemann donneront pleine satisfaction à leur vœu. 
U y trouveront réunies, sous un faible volume, toutes les 
notions essentielles qu'ils étaient obligés de chercher dans des 
ouvrages de longue haleine, comme celui de Clerk Maxwell, et cela 
sous une forme plus claire, plus méthodique que dans aucun des 
Traités qui sont entre leurs mains. L'auteur, mathématicien avant 
tout, écarte de la rédaction de son livre toute préoccupation 
relative à la théorie des instruments ou des méthodes de mesure. 
Ces questions, d'un intérêt essentiellement pratique, se trouvent 
suffisamment traitées ailleurs pour qu'on n'ait pas à regretter leur 
suppression. La rédaction y gagne même d'être beaucoup plus 
vivante et le lecteur peut plus aisément embrasser d'un coup 
d'oeil l'ensemble de ces questions difficiles. 

M. HattcndorfT nous offre les Leçons professées par Riemann h 
l'Université de Gôttingue, pendant le semestre d'été de 1861. En 
dehors de quelques notes assez courtes, Tauteur n'a pas laissé de 
manuscrit sur ce sujet. L'éditeur se déclare seul responsable pour 
Indisposition et la rédaction de l'Ouvrage. Malgré quelques redites 
que Ton aurait peut-être pu éviter sans nuire à la clarté, M. Hat- 
tcndorflfa droit à toutes nos félicitations pour la manière dont il 
a accompli sa tache. 

<( L'accueil favorable fait par les savants compétents à ma 
publication des leçons de Riemann sur les équations aux différences 
partielles », nous dit-il dans une courte préface, a me fait espérer 
que le nouveau livre trouvera grâce auprès des amis de Riemann, et 
des personnes qui se livrent à l'étude des Mathématiques. 
» Comme pour les équations aux dillérentielles partielles, nous 



(') GraTîtation, électricité et magnétisme, d'après les leçons de Bernard Riemann, 
publié par Karl Hattendorff. 

Sidl. des Sciences mathém, et asCron,, t. XI, (Septembre 1876.) 7 
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devons aussi beaucoup à Lejeune-Dirichlet dans le sujet actuel. 
Au nombre des services qu'il a rendus à la Science, il ne faut pas 
oublier que c'est à lui que Ton doit d'avoir introduit dans les 
Universités allemandes l'étude des équations difTérentielles et du 
potentiel. Les matières qu'il a traitées dans ses Leçons constituent 
encore aujourd'hui une part essentielle de nos programmes d'en- 
seignement. 

1) Venu après Dirîchlet, Riemann a dû nécessairement lui 
emprunter beaucoup. Cependant il ne s'est pas borné à recueillir 
l'héritage de son illustre devancier. Le lecteur compétent trouvera 
qu'il y a ajouté beaucoup du sien. » 

Ce serait rendre un vrai service aux personnes qui s'intéressent 
à la Physique mathématique de leur faire connaître, par le détail, 
les matières traitées dans ce Volume. Obligé de nous borner au 
plus essentiel, nous tacherons d'insister plus particulièrement sur 
les parties originales de l'œuvre de Riemann, ou sur les points qui 
sont les moins connus en France. 

Les Leçons de Riemann sont divisées en deux Parties. Dans la 
première, l'auteur étudie les lois générales relatives à la fonction 
potentielle et au potentiel. Dans la seconde, il expose les données 
physiques de la science de l'électricité et du magnétisme, et il 
apprend à former les équations générales qui résolvent les pro- 
blèmes fondamentaux, relatifs à chaque subdivision de ces sciences. 

Nous insisterons peu sur la première Partie. Les matières que 
l'on y traite ont été récemment vulgarisées par la publication d'un 
certain nombre d'Ouvrages élémentaires et sont assez connues des 
physiciens français (*). Nous y relèverons cependant plusieurs 
points dignes de fixer l'attention. 

La fonction potentielle V = S— ('), et ses dérivées du premier 

et du second ordre font l'objet du premier Chapitre de la première 
Partie. On y remarque l'étude approfondie du cas où la masse 
attractive est répandue sur une surface, ou distribuée le long d'une 
courbe. Dans le premier cas, et quand le point attiré est situé sur 



(*) Signalons le Livre de Clausius : Die Potentialfitnction unddas Potential, traduit 
par Folie (in-S®; 1870. — Paris, Gauthicr-Villars), et l'excellent Traité d'électricité 
statique de M. Mascart. 

(') Appelée le plus souvent en France le potentiel ou premier potentiel. 
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la surface attirante, les dérivées premières de la fonction potentielle 

présentent d'intéressantes particularités. La dérivée -r-j prise par 

rapport à un déplacement situé dans le plan tangent, possède une 
valeur Gnic et déterminée, inCniment peu différente de celle qui 
convient à un déplacement parallèle pour un point extérieur, très- 
Toisin de la siu*face-, cependant la composante tangcntielle de 
FaUraction est absolument indéterminée. Au contraire, pour un 

déplacement normal à la surface, la dérivée — - est indéterminée, 

et Ton a, en désignant par p la densité de la matière attractive au 
point considéré de la surface, 

cependant la composante normale de l'attraction garde une valeur 

déterminée. Cet exemple est bien cboisi pour montrer qu'il n'est 

pas permis dans tous les cas de confondre les dérivées de la fonction 

potentielle et les composantes de l'attraction. 

Le deuxième Chapitre, intitulé : Loi de Green, contient l'exposé 

delà méthode générale donnée par Green pour former l'expression 

du potentiel en un point quelconque intérieur à une surface 

fermée T, quand on donne sa valeur en tous les points de cette 

surface, et que l'on connaît dans l'intérieur de T la valeur que 

d^\ d'V d^W 
prend en chaque point la somme -r— j -f- -— -1- -tt' -^P^ès avoir 

exposé les cas particuliers de l'ellipsoïde et du cylindre elliptique 
homogènes, enfin d'une sphère hétérogène, l'auteur étudie les pro- 
priétés générales de la fonction auxiliaire U introduite par Green. 
Dans son Essai sur r application de l'Analjse mathématique aux 
théories de V électricité et du mugnétisme, l'illustre analyste n'éta- 
blit pas que, pour chaque forme particulière de l'espace S compris 
dans la surface T, il existe une fonction U et une seule satisfaisant 
aux conditions imposées. U s'en rapporte simplement à la significa- 
tion physique de la fonction U : « Pour nous convaincre », dit-il, 
« qu'il existe une fonction Y telle que nous l'avons admise, concevons 
que la surface S soit un conducteur parfait en relation avec la terre, 
et qu'une unité d'électricité positive se trouve concentrée au 
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point p'\ alors la fonction potentielle totale produite par jl et pai 
rélectricité induite sur la surface sera la valeur cherchée de U. » 
Gauss* a comblé cette lacune de la théorie de Green, mais la preuve 
qu'il fournit n'est pas purement analytique : sa forme est empruntée 
à la théorie môme de la fonction potentielle. Enfin Dirichlet a 
donné une démonstration purement analytique; Riemann la repro- 
duit et l'applique plus tard au potentiel électrodynamique. 

Il termine en démontrant que la fonction Y qui obéit à l'équa- 
tion de La place n'a ni maximum ni minimum. 

Le potentiel (*) forme l'objet du troisième et dernier Chapitre. 
L'auteur établit que, quand les composantes X, Y, Z delà force 
agissant au point dont les coordonnées sont x^ y^ z sont les dérivées 
partielles d'une même fonction m V qui ne dépend directement que 
des coordonnées (et par suite ne contient pas la variable t d'une 
manière explicite), la variation de la force vive correspondant à ud 
déplacement quelconque est égale à la variation de la fonction mS. 
C'est le principe de la conservation de la force vive pour un point 
matériel. Le même principe s'applique sous les mêmes conditions 
a un système quelconque de points, libre ou non. La fonction P, 
dont la variation représente le travail élémentaire, est le potentiel. 
Elle jouit de cette propriété, que sa valeur est égale au travail pro- 
duit par le transport de tous les points du système depuis l'inGni 
jusqu'à leurs positions actuelles, indépendamment du chemio 
suivant lequel s'est opéré le transport. Cette propriété peut, si I'oe 
veut, servir de déCnition au potentiel. On verra, par la suite, 
comment la notion de potentiel est susceptible d'être étendue, 
quand les composantes des forces agissantes sont fonctions de^ 
vitesses de tous les points du système. 

Les généralités précédentes suflBsent pour permettre d'aborder lej 
problèmes soulevés par l'étude de la gravitation. Nous allons voir, 
dans la seconde Partie de l'Ouvrage, comment on les adapte aus 
besoins spéciaux d'autres branches de la Science. Comme premiei 
exemple, nous analyserons succinctement le Chapitre Electro* 
statique,. 

Après avoir défini les corps conducteurs et non conducteurs el 
énoncé la loi de Coulomb, l'auteur pose ainsi le problème général 



C*) Appelé quelquefois f(fco/i<//7of«/ir/e/. 



• ■ 
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à résoudre : Etant donnés un certain nombre de cor p^' isolants 

ttans lesquels la distribution électrique est connue, et eu outre 

Jî conducteurs dont les charges respectives sont ttii, m,, ..., rox, 

en demande de déterminer la distribution électrique sur ce^conr 

diœteurs quand le système est en équilibre. -*'-.'* 

Soient a^ at, . . . , aji les valeurs constantes de la fonction potcn-V.: 

tielle V à l'intérieur des A' conducteurs à Tétat d'équilibre. Soit dé. • 

plus U| une fonction de x^y^ z qui dans tout l'espace obéit à la loi -'. 

de Laplace 

, . d^Ux d^Ux à^Ux 

et dont la valeur à la surface et dans l'intérieur du premier con- 
ducteur soit égale à i ^ soient i/^, 1/9, > • '^^Ui les fonctions analogues 
pour les autres conducteurs. Alors la différence 

(3) V— (a, Ui-h OiUi-i- . . . -{- ai Uk) = w 

est une fonction nulle à l'intérieur et à la surface de tous les conduc- 
teurs, qui en tous les points extérieurs aux corps isolants obéit 
à Téquation de Laplace, et qui, dans l'intérieur des isolants, donne 
la densité électrique par la même relation que la fonction poten- 
tielle V. On a 

... d\ du, ôiiy âut ôiv 

^ ' dp dp dp dp dp 

Prenons maintenant l'intégrale ( ^ ) 

étendue à la surface entière du neuvième conducteur, et posons, pour 
abréger, 



(5) ''♦ 



^/(?L''''=^»' 



(') On a ( ^ j =0, puisque dans Tintérieur du conducteur la force agissante est 
nulle. Par suite, d'après (1), ( -r- ) = 4îrp» puisqu'il s'agit de forces répulsives. 



• • • 

•; • • . 



« 
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Les.^<plùtions (i) deviennent 






• . • • 



%• ce sont les équations générales du problème. On démontre que Ton 
a, en général, 

et Ton trouve sans peine la signiGcation physique des diverses con- 
stantes contenues dans les équations (6). U ne reste plus qu'à les 
résoudre par rapport aux inconnues ai, a,, ... . 

Riemann choisit ensuite comme exemple le cas de deux sphères, 
traité d'abord mathématiquement par Poisson et plus tard par 
Plana, et géométriquement par W. Thomson. La méthode qu'il 
emploie est toute personnelle. Elle est, en quelque sorte, la traduc- 
tion analytique de la méthode des images électriques de Thomson. 
On sait que l'image électrique d'un point P extérieur à une sphère 
du rayon a et situé à une distance r du centre, est un point P 
situé sur le rayon qui aboutit en ce point, et tel que sa distance 
/•' au centre est donnée par la relation 

rr^ = a». 

La propriété physique qui les caractérise est la suivante. Soit 
une unité d'électricité en P, et la sphère en communication avec 
le sol; la distribution électrique produite par induction sur la 
sphère peut être remplacée, au point de vue de son action à l'exté- 
rieur, par une charge - supposée concentrée au point P'. On 

démontre aisément que l'image électrique d'une sphère A dans une 
sphère B extérieure à A est une sphère C intérieure à B; de même 
l'image de C dans A est une sphère intérieure à A, et ainsi de suite. 
Le principe de la méthode de Riemann consiste à chercher quelles 
sont les charges qu'il faudrait supposer appliquées aux centres des 
deux sphères et à leurs images électriques en nombre infini, pour 
produire, à l'extérieur des deux sphères, la fonction potentielle 
résultant de leurs charges réelles. Le problème ainsi posé est, a 
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priori, susceptible d'une solution unique et parfaitement déter^ 
minée, puisque toutes les images considérées sont intérieures à Tune 
ou à l'autre sphère, et que si la fonction V est variable et contenue à 
l'extérieur des deux conducteurs sphériques, et prend réellement, 
à partir de leur siu'face interne, deux valeurs constantes g et h^ 
rien ne s'oppose à ce que l'on prolonge la fonction potentielle à 
l'intérieur de ces conducteurs en la laissant variable et continue, 
sauf en des points déterminés, et d'après telle loi que l'on voudra. 
Convenons que, si la fonction potentielle a pour valeur V en un 
point quelconque extérieur P, elle aura pour valeur \\ au point P 
qui est son image dans la sphère A, 

(-) (y,-g) = -^{'f'-g)> el (V'.-A) = -J(V'-A). 

au point qui est son image dans la sphère B. A chaque point inté- 
rieur correspond une valeur définie de \\ , sauf aux points conte- 
nus dans l'image de la sphère (2) dans la sphère (1), et de même 
dans l'image de la sphère (1) dans la sphère (2)^ \\ est d'ailleurs 
infini au centre de chaque sphère ( * ), où l'on devra, par conséquent, 
supposer placée une première masse électrique. A l'aide de \\ on 
continuera la formation de la fonction potentielle dans les images 
de premier ordre, à l'exception des points contenus dans les images 
de deuxième ordre et ainsi de suite ; et à chaque centre la fonction 
potentielle se trouvera infinie et l'on devra supposer placée une 
nouvelle masse électrique. 

Toute l'analyse qui suit consiste à déterminer les coordonnées et 
les charges des images successives. Quand on les a obtenues, et par 
suite qu'on a l'expression de la fonction potentielle V, on n'a pas 
de peine à exprimer la densité électrique en chaque point de la 
surface des deux sphères. 

Le Chapitre II de la seconde Partie est l'exposition de la théorie 
des courants de Kîrchhoff ( * ) , qui conduit pour les courants linéaires 
constants aux lois de Ohm et de Joule. 

Le Chapitre III est plus intéressant. Après avoir énoncé la loi 



(') Le eentre d'one sphère est Timage des points situés à l'infini. 
(*) Foir YtRDBT, Théorie mécanique de la chaleur^ tome U. 
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élémentaire des actions mapiétîqBes. F 
cipe démontré par rexpérience que les 
cées par on crrtirant obéissent, extéricar 
aux même» Icms que si elles proi enaient de 
la situation desquelles, d'aillenrs. om mt 
ensuite à la foncdoo potentielle des 
une forme particulière sons laquelle die 
interprétations mnarquaUes 
triquo, 

l '^ Limitouf une suHaœ coutIk' qnelcxiBqBe 
tour linéaire du courant, et fermons-la en Ini ai^oagnaul nae 
douxiôme surface parallèle à la première et înfiniinml lotsîne. 0« 
jK'ut remplacer le courant d'intensité I, an point 
action électromapkétiqne. par deux distrifaotioBs 

signe contraire et de densité t^ reoouTrant les devx iarts de la 

surface S; ^ est la distance ctmstante de ces deux fnœs. 

a^ La \ ail ur dt- la fonctionT en un point P« extérienr an connut, 
ost égale à Tanirle solide sons-tendu en ce point par le connaU 
multiplié }var Tintensîté I. Ce produit doit être adecté dn signe -r 
sî^ |H>ur Toltscnateur placé en P, le sens du courant est le sens de 
la tuarcho des aiguilles d'une montre, et du à^e — si c'est le sens 
cotttraîrv, 

i.otle dt^mière interprétation de Texprcssion de la ibnctiou ^ 
jHTiuot do la transformer en une intégrale dont Tâérncnt diKreu- 
tîol iXMUiont on facuurla longueur dp de Tclémcnt de courant. Les 
déri\ ce* jvir rapport à x, i , r de crt élément dlnté^rale doiTenl 
tvprosonicr les ccvmpc^santes de Faction électromagnétique de l'âé- 
tucm do ci>urattt. On oktinat ainâ la loi élémentaire connue des 
Actions eUvtromagnétiques- 

Ini |>eut luainlenant, à l'aide de Tinterpréution mécanique de V 
ao\ciop|Hx* ci-dossus, Remplacer un courant par un aimant, et 
in\oi>^nuom. et l'on formera s^ms peine l'expression du potentiel 
yKvtnxlvuamique. 11 suffit alor^ de lui donner la forme d'une 
inlogralo dom rolémont contient en facteur les longueurs ds et dp' 
"tnt\ eléiuoMts ap}\artonant re*pecliTement aux deux courants 
que l on iwnsidèrtN cl leurs iutensitcs I et l\ pour que cet clément 
a m t^ralo ri^présento le travail élémentaire correspondant à 
1 action réciproque des deux élémcnU de courant. On obtient ainsi 
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la loi d'Ampère. Toute cette analyse est extrêmement intéressante. 

Le Chapitre IV, relatif à rinduclion, est d'une concision etd*une 
netteté remarquables. L'auteur démontre en peu de mots la néces- 
sité des phénomènes d'induction. S'attachant ensuite au cas de 
l'induction voltaïque, il en établit la loi par les considérations 
suivantes : 

Le potentiel P, relatif à deux courants constants d'intensité I et l\ 
peut être mis sous la forme 

(8) p = -.irQ, 

Q étant un facteur qui ne dépend que des positions relatives des 
deux courants. Le travail élémentaire électrodynamique correspon- 
dant à un déplacement infiniment petit des conducteurs est 

dt 

Admettons que cette expression représente toujours ce travail 
élémentaire, même quand I et Y sont variables. Cela exige d'abord 
que I et V varient d'une manière continue. 

Jusqu'ici nous avons appelé potentiel une fonction dépendant 
des coordonnées, et dont l'expression ne contient pas la variable t 
d'une manière explicite, telle que sa variation représente le travail 
accompli par une déformation quelconque du système. L'existence 
de cette fonction P est l'expression môme de la loi de la conser- 
vation de la force vive. 

Nous allons étendre la notion de potentiel à une fonction des 
coordonnées de tous les points d'un système qui dépend aussi des 
vitesses de tous les points, mais qui ne contient pas le temps d'une 
manière explicite. Dans ces conditions, le principe de la conserva- 
tion de la force vive est encore applicable. 

U est aisé de voir que le travail électrodynamique 



-X 



IV §d. 

dt 



est une fonction explicite du temps, puisque I et I' sont des fonc- 
tions quelconques de cette variable. Le travail électrodynamique 
correspondant à des courants d'intensité variable n'admet donc pas 
le potentiel, même dans l'acception étendue que nous venons de 



[on BCT.f.HTa DSS 5CXM3CMS 



'iomwT I ^eite «gEDii mmiii âî *x crxrail «taie le acal prodoitr k 
pr:nrior ii? la «toiucrradoii ie la. âwee vive ae leraii pas appU- 
•taoie tas, pjusxiuiiHM» «lectnipieas. 

3CÛS anus jvnn» PFTonnn la aéceaniar JTailHBKltie la prodnctkm 
•fan oniviii Aa ii iiiiftiii. pour expliquer les pknHMBMes d^in- 
'iui*iif)a. ^«tiiâ ùLio» irtttrminrT ire arxv^ par la mm t h ion que k 
onviil :»iui uinuftits an. ptifientieL «i^sac-^^&e <|sr le principe de 
la <*niiâ«*rviûiia te la birr:* viv#» ioîc ippiiriMir asx pbrnoaiènes 
•pii ai^oâ •}«!i:aptfac. Q. cuu. pour i%Li» ipie iVWif ni d'int^nk 
r^pr*f»eni;anc la ««imnie in nnv ill igLêtnt^n Caere âectrodmaniiqne et 

elei!iroini)Ci^Tir i«)ic one iiillerencieile crjoinLêce. Ab terme IV— ^dt^ 

;1 Une a^onur ie» •iincL Dermes 1 ^ it-^T — -j^ rfr, Oue 

ioinmi^ «^c la 'ilien-nliielle >ie IFO. <c I^i» poCenciel est — ITQ. Le 
pr««nli*r «ie^ tieox nDirveaixx ttsmit^ n;po»enCe le traTail électro- 
nuîo^ur liaiu le cooiimiteiir 'in courant dinCensitê T; le second, k 
travail dan» le cominctenr da coorant d'intensité I. Cette expres- 
sion dîi travail éler.troav^Cenr é^omit rêDi>iicê de la loi de Tindac- 
tion dônné*^ par >ennwnn. 

J'ÎMÎ.sti^rai enonï «xr le Ciupctre solvant, dont le titre est : Loi 
fondam^ntaU d^n actions éUctritfiLes. L'antenr. après avoir dévc* 
]#>pp#^ fooi la forme complète le potentiel de Taction réciproque 
de deux courants, en tenant oxnpte de l'induction, démontre que 
dan.) ce cas r*:x pression da travail élémentaire ne détermine pas 
complètement les forces motrices. On peat donc admettre plnsieurs 
lois élémenUires différentes conduisant à la même expression du 
tra%ail U>uL L'auteur eu donne deux : lune due à Weber, Tautre 
qui lui est propre. 

Wcber (') admet pour le potentiel élémentaire Texpression 

où r rt'.uTé%i:nUi la distance des deux particules électriques de masses 
I i'i J et — la quantité par laquelle il faut multiplier Tunité 

V^2 



(»; Wttca, EUhrodynamitehe Haattheitimmungen, Thcil i. 
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électrostatique d'électricité pour obtenir l'unité électromagné- 
tique. La loi élémentaire correspondante est représentée par 

Riemann admet, pour la forme du potentiel élémentaire l'ex- 
pression 

■^rj c^Wdt dt)^\dt dt)'^\dt dt) \Y 

dans laquelle (x^y^ z)^ {^x'ijii ^1) ^^^^ '^^ coordonnées des deux 
particules électriques au temps t. Les composantes de la force 
élémentaire sont alors 



Y zt! dr £6 



■A-A^-'-m 



10) < r* dx c* dt 

c'i^l\dl dl)'^\d7 dt) '^\dl dt) X 

et pour Y et Z les expressions analogues. 

En l'absence d'expériences directes sur l'électricité en mou- 
vement, on ne peut se décider pour une forme ou une autre que 
parties considérations d'ordre purement analytique. La loi élémen- 
taire de Riemann conduit, soit pour l'action de toutes les parti- 
cules e' sur une particule e, soit pour le mouvement de la particules, 
i des équations différentielles plus simples. Les deux lois élémen- 
taires se réduisent d'ailleurs à la loi de Coulomb quand on suppose 
les particules électriques immobiles, et conduisent également à la 
loi d'Ampère quand on néglige la portion du potentiel fournie par 
les phénomènes d'induction. 

Le dernier Chapitre relatif au magnétisme terrestre contient 
1 exposé de la méthode de Gauss(*) pour le développement de la 
ïonciion potentielle de l'aimant terrestre en série de fonctions 
sphériques, et pour l'évaluation approchée de cette fonction d'après 

une série d'observations de la déclinaison, de l'inclinaison et de 

I" • • • 

* intensité magnétiques en un certain nombre de lieux. 



(') ^oir YoiDET, Conférences de Physique faites à TÉcole Normale. 



^.^»»ts 




.41 r -rtini^-r. ■TT----I— t>r 

iiift«t#rr» #-* ;iÂilir3KïXLinit^:. OD. mr 
^-^^ litnr*-: .riï.-vs:» ni "i -^tssL us iviulif 

•*ni iT-*.. !• iir 1- -taivoir un "^ 




^iiij.» .•«i'#*«i. «ji ir"iii-^ 3, 3»iiiiriiiiuiiisii- 

} »-^^ — 1. •iUi'ir iiinzxt* L'iâtiri. jf - ' lAum i i Âf s«?a kîsioîre 
'it*'* >►( "ir ai*-! ••..•îi*> i** inn ^i 3.faji2r=aîii:f- ni£ 1 tôt "a^tÀiè dans le 

k.*M..ii. /'«r.i'jTUwr. *_t£»î-i:lii». S^jriiin:- S:â-»»;aatfr, Brvtfcias, Ke- 
y.^v ♦r, U.nw.'jt^.T Enzr*. -î:^» -îï-a-r» izxi.?Txr$. IL !^xt ssrtoat distin- 
7-^^^' O.p^f :, ftr-.-H'.ÎTr*. Jifluitar -tz R-piir. Lf pnKAkr a fait une 
^ t^Wi.»/^** ,ri 'Cf^ v^iiiii^'i If»-» tocnw* z«:t^i»:*ail^* a iputiv. cinq, six 
////* ^j.>^ M <r.riV>^r •rtpiirjcfî pr«jtaii«;!iiPfnc po<ir la première Ibis; 
If. u-jj/fui. *rri ï'-HxUût fittatcr Rama*. 2 tiît ane éinde assex appro- 
f//t»/Ji/; ^^t y^Ajzout^ éunï^ ; Jamxiîtztrr a desc^inê an poIrèdrY éloilé, 
^îf. K^pU-r ^fi 4 dorm^ d/rax aalr>r«. trn le* considérant explicitement 
tttuttuf Ai-s |j//l«tf7dr^ étoil»?*. contrairement à une opinion géné- 
f'A\t'.u%i%x\. k(\iu\\9: #m France. 

Am XV m* 4i#;#:le, il faut citer parmi ceux qui s'occupent des 
y^A^^uius #t d#r* [>r>lyêdre5, étoiles ou non, Meister, Lhuilicr, 
l^'xHI, ImjKt; au xix* siècle, Gauss, Mobius, Poinsot, qui 
lioiiv^ i\v\%x nouveaux |Kjyêdres réciproques de ceux de Kepler 
{VtiM\\u\.v\U\ K«rpler, mais il ne semble pas l'avoir lu), Cauchy, 
qui jifoiivi? qu'il n'y a que quatre polyèdres réguliers étoiles, 



f ' i Vol» IhiHi'iii,^ i, X, p. i3i. 
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Rrause, Schrôder, Jacobi, Hermès, Bertrand, Caylej, Wiener. 
M. Gûnther remarque, avec beaucoup de justesse, que ce n'est 
qu'au XIX* siècle qu'un travail systématique comme celui de Poinsot 
était possible, parce qu'il suppose certains progrès de la théorie 
des nombres qui datent de la fin du xviii* siècle. [11 ne cite pas le 
travail de Catalan sur les polyèdres semi-réguliers [Journal de 
V£cole Polytechnique, Cahier XLI). 

n. Fractions continues ascendantes (p. 93-1 36). Définition. 
— Elles comprennent les fractions décimales et sexagésimales : 



ainsi 4'' 2 4"* 6* =4 "iT *' jours. Hébreux, Grecs, Romains, 

Égyptiens, Indiens, Babyloniens, Ptolémée, Théon, Barlaam, 
Planudes, Alkasaldi, Léonard de Pise, Jean de Séville, Arzachel, 
R^omontanus, Cardan, Buckley, Stevin, Praetorius, Lagrange, 
Lambert, Druchenmûller, Kunze, Hess, Scklômilch, Gûnther. 
Notes. Cette monographie, sur un sujet peu connu, contient 
maints détails curieux sur l'histoire du calcul décimal. 

ni. Le parallélogramme de Newton et la règle de Cramer et 
Puiseux (p. 136-187). — Newton a indiqué, le premier, une 
règle mécanique pour déterminer l'espèce d'un point singulier 
d'une courbe algébrique. Clebsch, dans sa Notice sur Plûcker, 
a attribué cette règle à Cramer, et a fait remarquer qu'elle est 
identique avec celle de Puiseux. M. Gûnther a cru intéressant 
de faire l'histoire complète de ce procédé célèbre. Newton énonce 
sa règle sans démonstration et il croit qu'il est à peine nécessaire 
d'en donner une. Les commentateurs Colson, s'Gravesande, Stir- 
ling exposent plus au long la règle du grand géomètre \ mais ce sont 
Kâstner et siu'tout Cramer qui, les premiers, la démontrent tout 
au long. Parmi ceux qui ont connu et employé la règle de Newton, 
on doit citer particulièrement Taylor et Lagrang^e, le dernier sous 
une forme piu'ement analytique. (Soit dit en passant, ce point est 
signalé dans le Cours d' Analyse de M. Hermite, p. 3i, note.) 
Les recherches de Puiseux, cent ans après Cramer, ont rappelé 
l'attention sur le parallélogramme, d'autant que la théorie des fonc- 
tions abéliennes touche de très-près à celle des courbes algébriques, 
ou plutôt se confond avec elle. 

IV. Etudes historiques sur les carrés magiques (p. 188-270). 
— On ignore si les carrés magiques sont d'origine indienne comme 
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le dit La Loubère. Les astrologues arabes connaissaient ces carrés 
jusqu'à 9* ; ils les inscrivaient sur des talismans consacrés aux pli- 
nètes d'où le nom de carrés planétaires. L'un des deux, Moschopole, 
auteur byzantin de la fin du moyen âge, écrivit sur les carrés 
magiques un Traité dont M. Gunther publie, pour la première fois, 
le texte grec (p. 196-208}. Dans le grand nombre d'auteurs dont 
il parle ensuite (Diirer, Agrippa, Paracelse, Théophraste, Riese, 
Stiefel, Scliwenter, Spinola, Heniscb, Roth, Locliner, Faulhaber, 
Remmelin), il faut distiuguer Riese, qui trouva un procédé gé- 
néral pour les carrés à racine paire, et Sliefel qui fit connaître 
le moyen de construire les carrés magiques par enceintes. An 
XVII* et au xviii® siècle, nous citerons, parmi un grand nombre 
d'autres indiqués par M. Gunther, Bacliet de Meziriac qui trouve 
la méthode par terrasses^ Freniclc, qui montre que le carré de 
4' éléments peut ôtre formé de 880 manières (Fermât, lettres à 
Merscniie, est oublié), la Hire et Poignard, Sauveur, D'Ons-cn- 
Bray et Rallier des Ourmes, qui épuisent en quelque sorte la ques- 
tion des carrés magiques, telle qu'elle était posée de leur temps. 
Au XIX* siècle, MoUweide, Hohndell, Zuckermandell , Hugel 
et Pessl, en Allemagne, ont étudié sous une forme nouvelle 
ou plus systématique la formation de ces curieuses figures arith- 
métiques. En Angleterre, Homer, Drach, Thomson (Frost, Hol- 
ditch) ont fait aussi des recherches sur le même sujet. Dans le 
com's de cette étude historique, M. Gunther complète souvent les 
travaux qu'il analyse en donnant la démonstration des règles trou- 
vées inductivemcnt par divers auteurs. 

V. Sur l'histoire des logarithmes (p. 271-290). — 1° Montucla 
et après lui beaucoup d'auteurs modernes confondent les loga- 
rithmes hyperboliques et les logarithmes népériens. M. Gunther 
montre que cette erreur a été souvent réfutée, tant au siècle passé 
que de notre temps j il fait l'historique de cette réfutation et con- 
clut comme suit : Neper n'avait pas l'idée de base d'un système de 
logarithmes, et la base implicite de son système n'était pas e. 2° Sur 
une méthode d'interpolation logarithmique de Jean Bernoidli III. 
3^ A. de Humboldt, dans sa jeunesse, Joseph Muschel de Moschau, 
Wolf, Hermann et Del ambre ont proposé, sous une forme trigono- 
métrique, des méthodes de calcul de log(adzi), au moyen de 
loga, logi, assez analogues à celles de Leonelli (voir encore un 
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crit très-curieux de Delambre, dans Tëdition de Leonelli publiée 
écemment par M. Hoûel.) 

VI. Sur le calendrier juif [i^. 291-307). — Rectification d'une 
ssertion historique de Littrow. 

VU. Histoire des horloges à pendule a^ant Hujgens (p. 3o8- 
44)- Cette Notice est une nouvelle édition complètement remaniée 
'une monographie antérieure de M. Gûnther, publiée dans les 
tuUetins de la Société physico-médicale d'Erlangen (6* cahier, 
. la et suiv.). H examine soigneusement le parti que Galilée, 
>ûrgi et Hevelius ont tiré de Tisochrouisme du pendule pour la 
lesure du temps et prouve qu'en réalité le vrai inventeur des hor- 
>ges à pendule est Huygens (M. Gûnther écrit toujours Huyghens, 
tort, d'après M. Chasles, Rapport sur les progrès de la Géomé- 
le, p. 48)(*). 

L'Ouvrage se termine par un Index nominum (p. 345-35o) très- 
>îgné, et deux pages d'additions et de corrections. 

P. MAlfSIOIf. 



SCHERICH (G. von). — Dis Géométrie auf den FlXchen constanter nega- 
TivfiR Krummung. (Sitzungsberic/ue der K, Akademie der ff^issenschaften zu 
fFien, LXIX. Ed., 1874.) 

L'auteur étudie directement, d'après la méthode de Gauss, la 
réométrie des surfaces à eourbure constante négative, laquelle 
û'ucide, on le sait, avec la Géométrie du plan établie dans Thjpo- 
lèse non-euclidienne de Lobatchefsky et de Bolyai. 

Après avoir retrouvé les relations connues entre les éléments 
'un triangle, ainsi que rexpression de son aire, l'auteur introduit 
n système de coordonnées, analogue à celui que Gudermann a 
mployé pour la sphère, et au moyen duquel il arrive assez rapi- 
ement à l'équation de la ligne géodésique et à la distance de deux 
oints donnés par leurs coordonnées. La ligne géodésique ayant 
ne équation linéaire, ce système doit coïncider avec celui de 
1. Beltrami (*), ce qui est, en effet, facile à vérifier directement. 



(*) L'emploi du gk correspond à l'ancienne orthographe néerlandaise en usage au 
m* siècle. Aujourd'hui on écrirait Huijgens. On sait d'ailleurs quelle indécision 
ignait à cette époque sur la manière d'écrire les noms propres. ( J. H.) 

(*) S€iggio d'interpretazione dtlla Geometria non eucUdea, 
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Il est fâcOe aussi de transformer la méthode de M. von Eschericli, 
de manière à la rendre applicable aux trois dimensions, les droites 
remplaçant naturellement alors les lignes géodésiques, et cette 
transformation peut oflrir une certaine utilité, comme moyen d*a^ 
river le plus simplement possible à comprendre toute la partie géo- 
métrique des travaux de l'illustre géomètre italien cité plus haut. 

La Géométrie analytique des surfaces à courbure constante n^ 
tive, au moyen des coordonnées admises et de l'équation linéaire de 
la géodésique, est poussée plus loin ici que dans d'autres Ouvrages. 
Nous citerons, par exemple, le calcul de Tangle de deux géodé- 
siques, celui des éléments linéaire et superficiel; les équations 
générales des tangentes et des normales, la détermination du rayon 
de courbure, enfin la discussion générale des courbes représentées, 
sur les surfaces en question, par des équations du second ordre. 

Le Mémoire se termine par l'étude des propriétés projectives des 
figures, qui se conservent dans la Géométrie abstraite, ou, ce qui 
revient au même, dans toutes les surfaces à courbure constante. 
Cette étude est facilitée par le système de coordonnées employé, le- 
quel permet la représentation de tous les points d'une surface à 
courbure constante au moyen des points d'un plan qui leur corres- 
pondent, c'est^-dire qui ont les mêmes coordonnées^ chaque droite 
du plan correspondant aussi à une ligne géodésique de la surface; 
ou, plus généralement, chaque ligne du plan correspondant à une 
ligne de même ordre dans la surface. * 

Ce mode de correspondance , dont l'idée n'est pas entièrement 
neuve, est simple et naturel, et Ton en conçoit a priori tous les 
avantages. Nous nous bornerons à faire observer : 

1** Qu'il conduit à distinguer, lorsqu'il s'agit de l'intersection de 
deux lignes, les points de rencontre réels des points imaginaires et 
des points idéaux, ces derniers répondant au cas où les lignes ana- 
logues dans le plan se rencontrent, mais en un point qui n'a pas de 
correspondant sur la surface donnée. 

2° Que les raisonnements présentés ici en général pour les sur- 
faces à courbure négative peuvent être facilement transformés de 
manière à s'appliquer à la sphère -, l'étude delà géométrie abstraite 
aura donc fait progresser non-seulement la Géométrie des pseudo- 
sphères, mais aussi celle de la surface sphérique elle-même. 

J. D. T. 
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POMEPb (n.). — OcHOBHhin nazoua Memoda KaamepHeHon. KIcbij, 
Bi» yHHBepcHTCTCKOH THnorpa(j[)iH ; 1868. IJ^tna 2 py6. ccpeG. ('). 

Cet Ouvrage, dont nous devons la connaissance à une oblîgeanlc 
communication de M. Imchenetsky, contient une exposition très- 
claire et très-complète de la doctrine d'Hamilton, la première qui 
ait paru sur le continent, en dehors des résumés sommaires don- 
nés par MM. Allégret, Bellavitis et Hankel. 

Il se divise en deux Parties, dont la première est intitulée : 
(( Principes du calcul des quaternions ». 

L'auteur part de la notion du vecteur, défini comme l'opération 
géométrique qui sert à déterminer la position d'un point 6 de Tes- 
pace au moyen de la distance de ce point à un point donné A et de 
la direction de la droite qui va de A vers B. Il expose les propriétés 
de l'addition et de la soustraction des vecteurs, leur décomposition 
suivant trois directions rectangulaires, etc. 

n définit ensuite le quotient - de deux vecteurs, comme l'opéra- 
tion qui consiste à passer du vecteur « au vecteur j3. Cette trans- 
formation dépend de quatre quantités, d'où le nom de quaternion 
attribué au symbole de l'opération. L'auteur établit les règles de la 
multiplication des vecteurs unitaires rectangulaires t, 7, A, d'où il 
déduit celles de la multiplication des vecteurs quelconques, puis 
des quaternions en général ^ la propriété associative dans ce cas 
général est démontrée en s'appuyant sur la propriété associative de 
la multiplication des vecteurs unitaires 1,7, h. Il donne les formules 
l^s plus importantes qui résultent de la multiplication des vecteurs 
et de l'emploi des signes S et V d'IIamil ton. Il applique ces for- 
mules à la démonstration des formules fondamentales de la Trigo- 
nométrie plane et de la Trigonométrie sphérique. 

Vient ensuite la théorie de la résolution des équations du pre- 
mier degré en quaternions, au moyen de la fonction linéaire 
îd'Hamilton. M. Romer explique comment cette fonction impor- 
^nte satisfait à une équation cubique, qui est la base de tant d'ap- 



(') RoHER (P-)* — Principes fondamentaux de la méthode des Quaternions. Kief, 
typographie universitaire, 1868. Prix : 2 roubles arg. — i toI. in-8^, 2i5 p. 4 pi* Hth. 

BuU. des Sciences mathém. et astron,, t. XI. (Septembre 1876.) O 
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plications, et qui sert à exprimer une déformation linéaire; puis 
il traite de ladiiTérentiation et de l'intégration des quaternions. 

La seconde Partie, composée de deux Sections, a pour objet les 
applications géométriques. La première Section est relative au pro- 
blème concernant la ligne droite, le plan et les surfaces du second 
ordre, et Tauteur entre dans tous les détails nécessaires pour faire 
comprendre aux commençants cette théorie qui n'est pas sans pré- 
senter quelques difficultés quand on Tétudie pour la première fois 
dans les Ouvrages un peu trop concis d'Hamilton et de M. Tait. 

Dans la seconde Section, Tauteur s'occupe des applications des 
quaternions à la Géométrie infinitésimale. Il traite successivement 
des lignes dans l'espace, de la courbure des surfaces, et termine par 
le calcul de la mesure de la courbure de Gauss et par l'étude des 
propriétés des lignes géodésiques. 

U est à souhaiter que M. Romer donne une suite à son remar- 
quable travail, et consacre un second Volume aux applications des 
quaternions à la Mécanique et à la Physique. J. H. 



REVUE DES PUBLICATIONS PÉRIODIQUES. 

yHEHblH SAIIHCKM Hmo. KasaucRaro yHHBepcHxeTa (*). 

Année 1872. 

ViNOGRADSKY (V.-N.) — De la détermination des orbites des 
étoiles doubles, (60 p.) 

Le problème de la détermination des orbites des étoiles doubles, 
quoique assez simple théoriquement, présente cependant de grandes 
difficultés pratiques , par suite des erreurs résultant de la petitesse 
extrême d'un des éléments observés. 

Les observations directes des distances apparentes p de l'astre 
mobile à l'astre fixe et des angles de position B permettent d'obtenir, 
à Taidedcs formules x = p cosô, y = p sinô, un certain nombre des 



(') Mémoires scientijîques de V Université Impériale de Kazan, Ce» Mémoires, écrits 
en langue russe, sont publiés chaque année en plusieurs fascicules grand in-S^. 
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coordonnées orthogonales de la projection de Torbite sur un plan 
perpendiculaire au rayon visuel de l'observateur, et passant par le 
centre de l'astre fixe. On peut donc, soit graphiquement, soit en 
substituant les valeurs de x qIj dans l'équation générale des coni- 
ques, tracer ou calculer les éléments de la projection de Torbite et 
en déduire l'angle du plan de l'orbite avec sa projection, la posi- 
tion des noeuds et enfin les éléments de l'orbite réelle. 

Les premiers essais de solution de ce problème, faits parSavary (*), 
sont fondés sur les propriétés des diamètres conjugués. Les élé- 
ments sont déterminés par un tâtonnement long et pénible. 
Encke (*) a cherché à modifier les formules de Savary ; mais sa 
méthode, consistant dans la détermination des deux inconnues à 
l'aide des trois équations, conduit à des calculs répétés, très-péni« 
blés, quoique un peu facilités par les Tables qu'il a dressées. 

Sir John Herschel (•) a donné une solution purement géomé- 
trique. Sa méthode consiste dans le tracé d'une courbe représen- 
tative, ayant les époques d'observation pour abscisses et les angles 
de position pour ordonnées. Uue fois cette courbe tracée, la connais- 
sance de ses tangentes donne les variations de la vitesse angulaire 
et par conséquent les distances, avec lesquelles on peut construire 
la perspective de l'orbite, déterminer ensuite ses axes et le diamètre 
passant par l'astre fixe. En i849)le même astronome (*) a indi- 
qué une autre méthode où les éléments de l'orbite projetée ne sont 
plus déterminés graphiquement, mais par le calcul. 

Presque en même temps, M. Y von Villarceau, en partant du 
même principe que Herschel, a exposé, dans la Connaissance des 
^^fJips pour i852, une méthode analyticpie où,* pour déterminer les 
éléments de l'orbite projetée, il développe p et 0, et par suite xelj 
en séries, en fonction des puissances du temps, et donne des for- 
inules exprimant les paramètres cherchés en fonction de a:,j^ et de 
leurs dérivées. 
Enfin Klinkerfues (*) a indiqué une méthode de détermination 

(') Connaissance des temps j i83o. 
(') Astronomisches Jahrbuch^ i832. 
(*) ilemoirs of the Rojal Astronomical Societjr ^ vol. V. 
(*) Memoirs of the Rojal Astronomical Societjr^ yoI. XVIII. 

(') Veber eine neue Méthode^ die Bahnen der Doppelstet ne zu berechnen, GÔttingen, 
1855. 

8. 
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directe de l'orbîte réelle, fondée sur Tégalité des rapports entre les 
aires des triangles dans cette orbite et les projections de ces aires. 

Après cet aperçu historique de la question, M. Vinogradsky expose 
la méthode de Herschel, que nous reproduirons en quelques mots : 

Soient r, v^ les coordonnées polaires de l'orbite réelle, et p el 6 les 
coordonnées observées de Torbite projetée 5 on a, d'après la 
deuxième loi de Kepler, 

r^-j- = /e et p» -r- = /f cosi=:c', 
ai al 

dO 
l'étant l'angle des projections. En supposant -7- connue, eten posant 

c' = 1 , on calculera une série des valeurs de p exprimées en fonc- 
tion de cette unité arbitraire^ on aura alors un certain nombre 
d'équations de la forme 

c I 

p( observé ) = — ^^= el pi (calculé] = — => 



, /de ' /de 

V.di Vdi 



d'où 

2p, 

Ip 

louant a -7TJ on aura, en posant 

= A-f-B/-f C/'4-D/M . .., 

dQ 

-:r-=B-^2C/-^3D/»-f-..., 

dt 

une série d'équations à l'aide desquelles on déterminera les coefficients 
A, B, C,. . . soit par la méthode des moindres carrés, soit à l'aide 
des méthodes d'interpolation de Cauchy (*) ou de Tchcbychef (*). 
On calculera ensuite une série des valeurs de 9|, 9,, 9s, • • • ., pi, pti 
ps, ..., correspondant aux époques d'observation t^y t^^ t^^ ...; 
puis une série des valeurs de j:, = pi cos9|, . . . , j^, = r, sin&j, . . . • 



(*) Cacchy, Mémoire sur l'interpolation {Journal de LiouvilU, IX, 1837). — Villarceau» 
Méthode d'interpolation de M. Cauchjr {Connaissance des temps j 1862). 

(') Sur r interpolation par la méthode des moindres carrés {Mémoires de V Académie 
de Saint'Pétcrsbourgt t. I, 1859). 
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et l'on obtiendra ainsi un certain nombre d'équations 

(i) «a: -+- (3/ -+- yx* -h ixjr -*- £j* 4- i = o, 

dans lesquels les coefficients OL^Çi^y^ ... sont inconnus. 

Les valeurs de ces coefficients peuvent être obtenues par la mé 
thode des moindres carrés, et, connaissant ces valeurs, on calculera 
sans difficulté les paramètres de la projection de l'orbite, lesquels 
étant connus, on pourra tracer cette projection, et par des considé- 
rations géométriques obtenir ensuite des formules donnant les 
valeurs des éléments de l'orbite réelle. 

Les valeurs de p étant exprimées en unité arbitraire, la valeur du 
demi-axe a sera aussi exprimée en même unité. En calculant avec 
a ainsi obtenu les valeurs de p correspondantes aux temps connus, et 
en les comparant avec les p observés, on obtiendra la grandeur de 
l'unité arbitraire, et par suite la vraie valeur de a. 

L'auteur applique ce procédé au calcul des éléments de l'orbite 
de l'étoile du \ Bouvier, en prenant pour base les observations faites 
par Herscbel, O. Struve, Dembowski. 

Voici le tableau de ces éléments ainsi que de leurs valeurs cal- 
culées par Herscbel : 

Vinogradsky. Herschel. 

Demi-grand axe a r=z 5'%4^5 i2",56 

Excentricité e ^=0, 64099 o ,59874 

Inclinaison / =48°25',5 80° 5' 

Longitude du nœud Q= ii°35',6 359°59' 

Position du périastre par rap- 
port à l'origine.. cy= i47°i4'iO i38«24' 

Longitude du périastre comptée 
à partir du nœud sur Torbite 

réelle X = i24V4 100° 59' 

Époque du passage au péri- 
astre 1 = 1767*"», 76 1779*96 

Mouvement moyen /ir=: — 2*>,5597 — 3*>,o733 

Durée de révolution t == i4o"»,64 117"*, 14 

Dans une brève analyse du précédent Mémoire, M. Kowalski, 
professeur à l'Université de Kazan, fait à propos de la métbode 
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dfr Hertcbel plasieim ranjnjiies mqiortaiites, que nous JDgeons 
utile de reprcMlnire. 

ÏHn* la plopart des cas. les distances p sont excessivement 
pKÎtes et les erreafs de leur observation sont très-comparables 
a«cr«: leur grandeur: sonrent nihne il est impossible de les mesurer 
diref-tement. et Ton se borne à les calculer d*après les Taleurs des 6. 
On p'iurrait donc introduire directement dans le c^cml les élé- 
ment» et /• pouvant être observés avec beaucoup plus d'exacti- 
tude, quoiijue dans ce cas les résolutions d'équations du second 
df.'gré fussent remplacées par celles d*équations transcendantes. 

lians la méthode de IlerscheK après avoir évalué les coefficients 
«. ^. y, i. € et Téquation générale delà projection (i), on détermine 
en premifr lieu les éléments de cette projection. Or l'équation (i) 
IHfUt servir à la détermination directe de Torbite réelle. En effet, 
si K'S coefficients a, p. . . . sont suffisants pour déterminer les con- 
hi:inU;s de Téqiution 

'5> z ^=mx -*- ny 

du plan de Tcllipse réelle^ ces constantes doivent être fonctions de 
irifft cjHifUcienis. Kn outre, une des conditions du problème est que 
Tori^ine des coordonnées x, ^' coïncide avec le foyer de l'ellipse 
nhiu'.i: dans le plan (2); donc, en introduisant immédiatement cette 
condition dans l'équation (i), on pourra en déduire les éléments et 
la position de Tellipse réelle. 

Kn désignant par p le paramètre, par X l'angle du grand axe et de 
rintrrH(;ction du plan (2) avec celui des x^, par co l'angle de cette 
intcf'ftiMliou avec l'axe des x, l'équation générale de l'ellipse 

p = r-h ercosv 

nr tranHforme, en projetant /• et p sur la ligne des nœuds, en 

/;- •/•p[^^n(^— ^'>)«in^séc/-f-cos(0— &)C0sX]-f-pv^i-f-lang*/sin*(6"— w;. 

Kn V introduisant j'=pcosô, j=|0sin9, on aura une équa- 
tion (In nerond degré en x otj-, et, en comparant ses coeflScients de 
«Mîltc nouvclliî écpiation avec ceux de l'équation (i), on obtiendra les 
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cinq relations : 

/ lang'i . ^ ' /a 
/ • — 7— slnawrzzo ap, 

^*C0S2a,= (y-e)-^(«'-P'). 
^sinX==r — (- ((3cos6) — asinoj) cos/, 



6QosX= — -fûsino) 4- acosw), 
\ 2 



qui expriment les éléments de l'orbite réelle,/;, e, w, i et X, en fonc- 
tion des coefficients a, P, 7, 5 et e. 

Le calcul des coefficients a, |3, . . . est assez difficile, môme 
dans le cas où le nombre d'équations serait réduit à cinq, tandis 
que la méthode des moindres carrés, appliquée au calcul des 
coefficients des séries périodiques, est assez facile. Pour obtenir 
une pareille série, supposons que les observations de ei p sont 

faites à des intervalles égaux a, assez petits pour que > 5 et 

qu'elles embrassent un arc de 36o° — a. Dans ce cas, en dévelop- 
pant le radical de l'équation (3) suivant les cosinus des multiples 
de — Cl), on peut introduire cinq nouvelles inconnues auxiliaires, 
exprimées en séries périodiques, et qui permettent de déterminer 
les éléments cherchés. 

On peut observer, à propos de cette dernière remarque, que ce 
procédé, tout en rendant le calcul facile, n'est applicable que dans 
le cas où l'on possède des observations le long de l'orbite presque 
entière, ce qui n'est pas le cas général. 

ViNOCRADSKY (N.-V.) — Détermination de f orbite du campa' 
gnon de l'étoile [i^ du BouK^ier, (i5 p.) 

Application des formules (4) données par M. Kowalski au calcul 
de l'orbite du compagnon de j^i* du Bouvier, si ce n'est que les coeffi- 
cients a, /3, y, . . . ont été déterminés à l'aide d'équations de la 
forme (i) par la méthode des moindres carrés. 
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\ oici les rrsaltals obtenus par raatmrT compares avec les résul- 
tats troQTés par Wilson : 

LoDsiiude du nœad comptée 
a partir de l'axe des jr Ç^= lâo^S* i^a'.o 

locSinalsoD i =^-^•3%' ^5* 

Lopigitiide du périastre comp- 
tée a partir du nœul sur 
l'orbite réelle /. = 23»i' ao*5' 

Exrenlricité e =0.491 *>»5i 

Position du pérîaslre a partir 
de l'axe des X jl — i&fST i8frV 

Mouvement moven n ^^ — i»,97a* — i*,7 

Epoque de passage au péri- 
asire T = iSefr-'.oo ig65'",2 

Durée de la révolution 7 = i82**»,6 200,4 

Demi-grandaxe a=i'',i65 » 

Vassilief (A\ — De la détermination du nombre déracines 
des équations simultanées. [ 26 p.) 

En considérant les fonctions de n variables comme représentant 
les points d*un système de n dimensions, le nombre des racines sera 
le nombre des points d*intersection de n systèmes de n — i dimen- 
sions, et sa recherche sera amenée à celle de la caractéristique d'un 
système de n — i fonctions. A. P. 



NOUVEIXES ANNALES de Matukmatiques, rédigées par MM. Gero.no et 
Cb. Brisse. 

T. XV ('^' série); 1876 ('). 

Li;c4s -^K.). — Problèmes sur l' ellipse. (3 p.) 

Sur la construction géométrique des normales à une conique. — 
Sur la corde normale maximum. — Sur le triangle inscrit et con- 
(rentriquc à Tellipse. — f^oir aussi Nouv^elles Annales, 2* série, 
t. VU, p. 523, et t. IX, p. 3485 et Salmon, Traité des sections 
coniques (traduction française) . ( p . 3 o 6 . ) 

C») Voir IJullcCin, t. X. p. Sa. 
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LvcAs (E..). — De la trisection de l'angle à Vaide du compas 
s/^hérique, (2 p.) 

Interprétation d'un passage d'une lettre de Descartes. — f^oir 
£iussi Nouvelles jinnales, a* série, t. III, p. 222. 

Laguerre. — Sur les lignes géodésiques des surfaces du second 
or^dre. (2p.) 

Extension à l'espace d'un théorème de Maclaurin relatif à l'el- 

WoROWTzoFF. — Sur les nombres de Bernoulli, (7p.) 

Cet article contient plusieurs formules renfermant les nombres 

Acî Bernoulli, et des applications de ces formules à diverses som- 

ïï:i.alions. 

Lucas (E,). — Tliéorèmes nouveaux sur la parabole et l'hyper- 
^o/e. (2 p.) 

L'auteur démontre ou énonce, dans celte étude, vingt-et-un 
^*i€Jorèmes relatifs aux aires des triangles et des polygones inscrits à 
la parabole et à l'hyperbole. — F^oir, du même auteur, NouK^eaux 
^'i carêmes de Géométrie supérieure [Bulletin de la Société d'ému^ 
lotion de l'allier, iSjS). 

RoucHÉ (E.). — Extrait d'une Lettre. 

Kéclamation de priorité au sujet d'un article de M. Fontené sur 
la discussion des équations du premier degré. ( f^oiry pour l'ana- 
lyse de cet article, Bulletin, t. X, p. 35.) 

Laguerre. — Sur la méthode de Monge pour l'intégration des 
équations linéaires aux différences partielles du second ordre. 

l9P-) 

M. Laguerre s'est proposé, dans cet article, de présenter, sous 

ttuc forme plus nette et plus brève qu'on ne le fait habituellement, 

la méthode de Monge qui a été élucidée par les travaux d'Ampère, 

ieBoole et de Bour. [F^oir, du même auteur, un Mémoire ^Swr le 

calcul des systèmes linéaires, inséré dans le Journal de l'Ecole 

Polytechnique, XLII* Cahier.) 

LîicAs (F.). — Démonstration nouv^elle du théorème de Coriolis. 

U s'agit d'un théorème sur l'accélération apparente dans un mou- 
vement relatif. La démonstration de M. F. Lucas, surtout géomé- 
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trique^ s*appule sûr la considération de mobiles actifs qui obéi- 
raient seulement au mouvement d'entraînement. 

EscAR Y . — Remarque sur la Note de M. Floquet, relative à l'in- 
tégration de t équation d'Euler, (3p.) 

f^oir, pour la Note de M. Floquet : Noui^elles ^nnales^ a* série, 
t. XIV, p. 120; et, pour l'analyse de cette Note, Bulletin, t. IX, 
p. 174. 

Lucas (E.) — Question noui^elle d'arithmétique supérieure. 

Enoncés de neuf questions d'arithmologie. 

MoREAu (C). — Extrait d'une lettre. 

Sur les permutations : indication de résultats obtenus depuis plu- 
sieurs années, et conGrmant ceux de M. Vachette. 

Lucas (E.). — Extrait d'une lettre. 

M. E. Lucas fait ressortir qu'en réalité l'idée de la Cinématique 
appartient, non pas à Ampère ou à Wronski, mais bien à Camot, 
comme le prouvent deux citations extraites de la Géométrie de 
position, 

Hatonde laGoupillière. — Note sur les courbes que repré- 
sente l'équation p" = A sin/i w. (11 p.) 

L'auteur expose un résumé des propriétés fort remarquables 
de ces courbes, qui ont été étudiées par Maclaurin, Euler, THos- 
pital, Fagnano, Riccati, Lamé, Serret, Ossi an Bonnet ,\V. Ro- 
be rts, etc. Il a eu soin, pour la plupart de ces propriétés, d'indi- 
quer les sources où l'on pourrait retrouver les démonstrations. 

Terrier (P.) — Quadrilatères et sections coniques. (6 p.) 
M. Terrier énonce onze nouveaux théorèmes relatifs aux quadri- 
latères. Cet article fait suite à un précédent, publié dans les IHou- 
velles Annales, 2* série, t. XIV, p. 5 14. f^oir aussi Bulletin, 
t. X, p. 35. 

Vachette. — Permutations recti lignes deiq lettres égales trois 
à trois, quand trois lettres consécuti%fes sont distinctes; calcul de 
la formule générale; application. (12 p.) 

Suite d'articles publiés précédemment. Foir notamment Bulle- 
tin, t. X, p. 32 et 34- 
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NiEWENGLOwsRi (B.). — Notc sur les courbes planes d'ordre n 
à point multiple d'ordre n — i . ( 2 p.) 

Cette Note est relative au mode de génération des courbes dont 
il s'agit^ on y trouve l'expression du rayon vecteur issu du point 
multiple. Voir, sur ce sujet, les Comptes rendus de Vjicadémie 
des Sciences, t. LXXX, séance du 26 avril 1875. 

NiEWEWGLOwsKi (B.). — Sur un théorème de Jacques Ber- 

FZGulli. (i p.) 

L'énoncé de ce théorème, relatif au cône oblique, est le suivant, 
extrait de Yjiperçu historique : 

c( Que Ton mène un plan parallèle à la base du cône, et situé à 
Isfc même distance de son sommet que le plan de la section conique pro- 
posée; ce plan coupera le cône suivant un cercle dont le diamètre 

ai* 
sora le lalus rectum — de la conique. » 



a 



Devin. — Correspondance, (i p.) 

Sur cette propriété, que, si deux bissectrices des angles d*un 
triangle sont égales, le triangle est isoscèle. 

Vachette. — Permutations rectilignes deZq lettres égales trois 
** trois, quand trois lettres consécutis^es sont distinctes; calcul de 
^^^ formule générale; application, (2" art., 22 p.) 

Ces articles terminent la série de ceux dont nous avons eu pré- 
cédemment l'occasion de rendre compte. ( Voir notamment Bulle- 
tin, t. X, p. 32.) Les observations que nous avons formulées alors 
Subsistent en entier. Les résultats obtenus ne semblent pas en 
proportion des efforts faits pour les obtenir et de la difficulté des 
dotations. Dans tous les cas, un semblable travail aurait mieux 
trouvé sa place dans tout autre recueil mathématique, plutôt que 
dans les Noui^elles jinnales, qui, par destination, s'adressent spé- 
cialement aux élèves et aux professeurs. 

RouQUET. — Note sur la continuité des racines des équations 
algébriques. (4 P«) 

Démonstration de deux théorèmes intéressants sur les variations 
des coefficients et des racines d'une équation algébrique. 

Ga-mbey . — Note sur le rayon de courbure des sections coni' 
^ues. (i p.) 
On peut comparer cette Note avec la méthode de M. Bellavitis 
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[Exposition de la méthode des équipollences^ p. i47) sur le 
même sujet. 

Lucas (É.). — Sur la relation de Mobius, qui exprime que quatre 
points d'un plan sont situés sur un cercle. ( 2 p.) 

Théorème plus général que celui de Môbius, et donnant la 
condition pour que quatre cercles soient orthogonaux à un même 
cercle, f^oir, pour la relation de Môbius, Journal de C relie ^ 
t. XVI, p. 26. 

Lucas (E.) — Sur un problème de Hallej relatif à la théorie 
des sections coniques, (3p.) 

Ce problème, posé par Halley sous forme astronomique, revient 
à la construction d'une conique, connaissant un foyer et trois points. 
La méthode indiquée par M. Lucas est d'une simplicité et d'une 
originalité remarquables^ elle a pour objet de ramener la solution 
à celle id*un problème très -élémentaire de Géométrie descriptive. 
Nous croyons la méthode de M. Lucas absolument nouvelle. 

MiLEwsKi (N.). — Extrait d'une lettre. 

Enoncés de deux théorèmes très-simples, et qui paraissent nou- 
veaux, sur le triangle rectangle. Ces théorèmes sont dus à 
M. E. Karatchinsky. 

Parmentier (Th.). — Simplification de la méthode d'interpo^ 
lation de Thomas Simpson, (10 p.) 

La formule de quadrature du général Parmentier 






n'est pas nouvelle. Il l'a publiée depuis longtemps (Voir Mémorial 
de l'Officier du Génie, nP 16, i854, p. 290, et Nouv^elles annales 
de Mathématiques, i'® série, t. XIV, i855, p. Syo) ^ mais la 
manière dont l'auteur présente actuellement cette formule permet 
de la comparer directement à celle de Simpson. Pour apprécier 
la valeur pratique de cette formule, ce qui est surtout intéressant 
en pareille matière, deux tableaux renfermant un certain nombre 
d'exemples numériques ont été dressés et sont suivis d'une discus- 
sion sur les résultats qu'ils contiennent. La formule de M. Par- 
mentier semble offrir, en général, de grands avantages, et réunir, 
comme il le dit, Texactitudc de celle de Simpson à la simplicité de 
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celle de Poncelet. Toutefois, nous croyons qu'il ne faut pas être 
absolu, et que la meilleure formule h appliquer dans chaque cas 
particulier dépend des conditions spéciales du problème, et du 
degré d'exactitude dont on a besoin. 

Le général Piobert a découvert la même formule. L'article se ter- 
mine par une Note qui établit d'une façon péremptoire la priorité 
du général Parmentier. 

Faure. — Théorie des indices. (i3 p.) 

Le nom du commandant Faure est bien connu des lecteurs des 
JVoiiuelles annales, et ils ont pu constater quel usage habile des 
iji^diccs il a su faire dans de nombreux problèmes. Il a, dans le même 
x*ccueil, publié une théorie géométrique des indices, dans laquelle 
il considérait l'indice d'un point, d'une droite, d'un plan. Cette nou- 
^v^elle étude est consacrée aux indices d'un système de deux points, 
de deux droites ou de deux plans. Le présent article devant avoir 
^«e suite, il nous semble préférable de l'attendre, avant d'en pré- 
senter une analyse. 

BouRGUBT. — Extrait d'une lettre. 

Enoncés de neuf formules concernant les tangentes, les normales, 
los rayons vecteurs et les rayons de courbui'e des coniques. 

A.L. 



MÉLANGES. 

&11 LES STSTÉIES ABSOLUIBST UTÉGRiBLES DiQDiTIORS llNÉilRES AUX DIFFÉ- 
UNTIEiLES TOTALES, ET SDR LinÉGRiTlON SIHULTAHÉE DES ÉQUATIORS LINÉAIRES 
m DlFFiRENnELLES PARTIELLES (>); 

Par m. a. MAYëR, à Leipzig. 

(Suite et fin.) 

S m. 

Réduction da système absolument intéçrable (i) à un système unique de 
/i — m H- 1 équations différentielles ordinaires du premier ordre. 

La méthode exposée dans le paragraphe précédent ramène 
Imiégration du système absolument intégrable (i) à Tinté- 

{')\oir Bulletin, i.\l, p. 86. 
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gratîon de m — i systèmes, chacun de n — w -H i équations diffé- 
rentielles ordinaires. Mais, si Ton avait affaire au cas particulier 
où Ton pourrait choisir x\ de telle sorte que, pour X| = a:J, les 
[m — a) (/i — m 4- i) quantités al^al^ . . . , aj*"' devinssent toutes 
nulles, les équations (i3), auxquelles se ramène le système 
donné (i) par l'intégration des équations (7), se réduiraient à 

dxl ~ o, 

et donneraient par suite immédiatement 

x*,^ — const. , Xm^i=^ const. , . . . , Xn=^ consl. 

Alors donc les solutions complètes du premier de ces n — m + 1 
systèmes d'équations différentielles ordinaires, exprimées au moyen 
de Xi et des valeurs initiales de .r,„, '. . . , j:„ pour Xi = a:*, nous 
donneraient immédiatement les solutions complètes du système (i), 
dès que Ton y considérerait ces valeurs initiales comme des con- 
stantes arbitraires, indépendantes de x,, . . . , a:,„_i . 

Ce cas, en apparence très-particulier, peut toujours être amené 
par une transformation convenable des équations (i). 

Prenons comme nouvelles variables, à la place de Xi, j?,, ..., 
J^m-M ^^ — * autres quantités «i, a,, ..., a„«i, définies par 
m — i équations arbitraires et indépendantes les unes des autres 

(ï4) ^A = J^A («!,«»,..., a«i-i); 

les équations (i) se transformeront dans les suivantes : 

» = m — I 

(ï5) dxk= \ *l^«o 

1 = 1 
où 

On obtient en même temps, en faisant les substitutions (i4) daus 
une fonction quelconque /de Xi, x,, .... x„, 



df 

ÔCCi 


h = i 


'àf 
dxk 


àxn 
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par suite, 



k^n h=z.m — r A = /t 

dxk 



<"' ^*h^=ltiÂ^<è 



k=.m h = t k=.m 



C^mme nous savons, par ce qui précède, que le système pri- 
jx^itif (1) est un système complètement intégrable dès que les iden- 
tités (3) sont satisfaites, il en résulte immédiatement que, dans 
crcîtte hypothèse, le système transformé (i5) jouira aussi de la 
xTïême propriété, et, par conséquent, on doit avoir identiquement 
^ntre les coefficients £j^ de ce système les relations 

dans lesquelles k=:m^m'\- i^ . . . , /i, p et c étant deux quelconques 
<les nombres i , 2, . . . , m — i , et qui, si nous posons en général 






(-9) Be(/)=^^-^5;*î 

t^ntraîneront les suivantes : 

i^o) B,[B,(/)] = B.[B,(/)]. 

Cela peut être d'ailleurs facilement vérifié par le calcul. 
On a, en effet, d'après les équations (16), 

d^^db^__ y^ fda\ dxh da\ dxk\ 






Cl 



:= V V — ^— —^ — — -^ 

j^ Zu àx^ \a0L9 àoc^ Oa^ ôa^ 



*=« , . X=/i )fc=m— X 



^^w Xsstn 11 = 1 



I* 
hzrtn — I )A=m — I \^n . 



'^ Zà Zà Zjl ^ àx\ \da, dcn^ ôa^ ôa^j 



/i=ri ]*=x X=m 
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Si Ton forme avec ces valeurs le premier membre de l'équation (i8], 
et qu*on échange entre eux, dans les termes négatifs, les deux in- 
dices de sommation h et u, il viendra 



dh\ _ i)ftî _ Y (h' ^ - *• ^Ïl\ 



f)«r 



m^ éLd àx, OXf I àx^ ÔXk Là \ àx\ ^ ÙX\ 

f<irniulc qui démontre directement que, des deux systèmes de rela- 
tions identiques (3' et j8\, Tun entraine toujours l'autre comme 
constx]uence. 

l^n |H*ut ainsi employer pour Tintégration du système (lo). 
dixtuit du système complètement intégrable (i) par les substi- 
tutions \i4 * exactement la même méthode que nous avons ob- 
tenue djins le }>aragraphe (Mvcédent pour Fintégration de (i). 

l)*4prt*s ix^lte méthode* nous commencerons par intégrer com- 
nlelouient les n — /?i -^ i équations dilTéren tielles ordinaires 



\ 



«ï.l.. , «ÏX.. ,, dln 



:5I , *«. 



- - h' -— ^ —A' 



et nous exprimerons les e\^nslante$ d'intégration au moyen des 
\ ,deur> ,r* . . « .r^ des variables x„ • .... .r,,, correspondantes à la 
\,deur iuiu.ilo ivnst:inte £* de 2|. Les solutions complètes ainsi 
obtenue^ dr> «N|UJitîons ^i> nous donnent aussi en même temps 
lo* M\luUoi>> ivmplèt*^ du système (i5U si nous remplaçons dans 

ivx isjuitions jI r; jur les fonctions de a,. . . ., a„_j, qui ré- 

M\lte*U .lo linte^ritiou i\>mplête du système 



V 



1 » •»-r 



Lr] : \ h[dx^. 



y\y^\\\ U X .Nvrtix ix nts >: s*^ at\luis*MU de* cx>efficients 



I 
t 






• -^ 



\\v \\\^\\\\s^\\ y^y^^ ^'" > IMSAWI .t, -= X*, X.'sr.ri X.-J.. 
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Or maintenant le choix des substitutions (i4) reste complètement 
arbitraire, et Ton voit aisément que nous pourrons toujours en dis- 
poser de telle sorte que tous les coefficients b^ des équations (2a) 
s'évanouissent. Nous n'avons, en effet, pour cela qu'à prendre les 
substitutions (i4) de la forme 

a* et xl étant des constantes, et y,, y,, ...,ym«i, au contraire, 
m — I fonctions arbitraires de ai, a,,..., a„_i, qui devront seu- 
lement, bien entendu, être choisies toujours de telle manière que 
les équations (23) soient indépendantes entre elles par rapport à 



On aura ainsi 




*; 


A rr /w — t 


et pour / ]> I 


h -- m — 1 






« - /// — I 



Si donc nous attribuons à a| une valeur constante quelconque, 
telle qu'aucune des m — i fonctions /i ne soit infinie ou indéter- 
minée pour tf] = c^î, et si nous choisissons en outre les constantes 
X*, xj, . . ., x^_, de telle sorte que, pour Xi =xj, x, =xj, .. . , 
Xa^, = x^_,, les quantités a{ restent finies et déterminées, alors, 
pour «1 = aj, chacun des b\ dont Tindice i> i s'annulera, tandis 
que les quantités b^ conserveront, pour a, = aj, des valeurs finies 
et déterminées. 

Pour ce choix des substitutions (i4)î les solutions complètes 
des /i — m-l-i équations différentielles ordinaires (21), exprimées 
au moyen de «i et des valeurs initiales de x„,,. . . , x„ pour «j = aj, 
si l'on y considère ces valeurs initiales comme des constantes arbi- 
traires, indépendantes de «j, «s, ..., «m-i, seront également les 
solutions du système d'équations diilérentielles totales (i5). De ces 
dernières on déduira les solutions du système donné (1), en y 
remplaçant «1, a,, ..., «m-i par les valeurs résultant des substi- 
tutions (23). 

L'intégration du système donné de n — m équations linéaires 
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• - w - 



is« = > c^^dxé. t — m„ m-hi, ..., n), 



I = : 



i^sf i IbrpxîiTM^ <m l'cja a entre ses coefficients les relations iden- 



u^iHf sa-'»*x:.<f : 



* = r 



iXr. i?Xé ^^ ' lU-, '^ Ôr-^J 

peui i-ire- ài&fô ruoesêr à llnu^ation d*aii système unique de 
n — "5 — ! etqriàxS:*!» diâcrmiielles ordinaires du premier ordre, 
en ^*|.«Tant o:cni&c il «oui : 

ynrrt-iiu.*.«5 tf /j placr de x,, x,, — • x«_|, par les subsùtu- 
tionf 

23 X.:=X. — Jt.— a^/i. 

choifif*' arbitraîrmenî. sotif lf9 rcftriciians indiquées plus haut, 
lei quantités «i-aj s,^-. comme nou%'eUes variables indépen- 
dantes. Le SI sterne i ne changera ainsi dans le suii^ant : 

i5 ^n= \ *;</«.. 



: = 1 



des coeHicients duquel 



a;^» — ! 



i.,-. V.; [/._., -.;^*l 



ti.}' 



a - 



i4 .= — t 



1 .. .V iàfi .^ 



â ^ s 



i- M:**;- vi <^ii*ni'ter x-, Xj x^. par fcj substitutions (aS). 

4/.V > ox a c^^-n^Jetefftent intègre les n — m + i équations diffe^ 
.s'A«,'u%,V> s •• ii "t^- • ^> ^i* f^remier ordre, déduites de (i5), 

{\\H^ ç.^ijv^.i^ç» :V> ,.\wtrfaiUes d'intégration au moyen d(^"- 
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valeurs initiales x%^ . . . , xj pour ai = a*, les équations ainsi ob- 
tenues entre 

^t les constantes arbitraires 

seront les équations intégrales complètes tant des équations diffé- 
rentielles ordinaires (aS) que des équations aux différentielles 
totales (i5), et il ne reste plus, par suite, quà éliminer de ces 
équations les quantités ax^ «jv-î <5c^-1) à Vaide des formules (^3), 
pour obtenir les équations intégrales complètes du système 
donné (i). 

La manière la plus simple de satisfaire aux conditions exigées 
pour les substitutions ( a3 ) est de poser 

a;,= a,, 
et, pour/i = a, 3, ..., m — i, 

où Ton doit seulement choisir les constantes aj, xj, . . . , x*„_x ^^ 
•^lle sorte que, pour 

X\ — 01 , y Xt - — X , , • • • I Xtn~-\ — X ffn — I f 

aucune des quantités a\ ne devienne infinie ou indéterminée. On 

ottient ainsi 

é; = ai -i- a, rt^ -+- . . . -4- ««,_, aj»-», 

Dans la démonstration du théorème précédent, on n'a pas fait 
^sage de Téquivalence des systèmes absolument intégrables d'é- 
quations linéaires aux différentielles totales avec les systèmes jaco- 
biens d'équations linéaires aux différentielles partielles, pour le but 
déterminé de tirer l'intégration de ceux-ci de l'étude des premiers. 
Wais, si l'on veut s'aider des propriétés connues des systèmes jaco- 
"lens, on peut eucore se convaincre, par une autre voie plus courte 
^^sans aucun calcul, de la possibilité de ramener le système abso- 
'ument intégrable (i) au système d'équations différentielles ordi- 
naires (aS). Pour ne pas interrompre l'ordre de ces recherches, 
]6 renvoie à la fin de ce Mémoire (§ VII) cette seconde démon - 

9- 
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stmtion du théorème précédent., qui se rattache d'une manière en- 
core plus intime que la précédente au raisonnement par lequel 
M. P. du Bois-Rejmond a démontré cette réductibilité pour le cas 
spécial d*une seule équation linéaire aux différentielles totales. 



s IV. 

Intégration du système jacobien A^'/) =o. 

En Tcrtu du paragraphe précédent, les int^rales complètes des* 
équations différentielles ordinaires ( a5), exprimées en fonction der 
ffi et des valeurs initiales constantes de x., --.9 «r. pour ai = ai\^ 
sont aussi les équations intégrales complètes du système d'équations 
aux différentielles totales (i5) qui se déduit du système donné (i^- 
par les substitutions (sS). 

Mais les intégrales complètes d'un système d'équations différen — 
tielles ordinaires du premier ordre jouissent de la propriété d'êtres 
résolubles à la fois par rapport, soit aux variables dépendantes^ 
soit aux valeurs initiales de ces variables. On peut utiliser, d'après 
cela, les équations intégrales complètes du système (sS), pour ei^B- 
lirer d'abord j:«, ..., j:„, et ensuite xjî,, ..., x*. Soient 

(26) Xk=^^à{ai, Xi, . . . , a«_,, X,;, ...,a*) 

et 

(27) xi=:yk{a^^ ocij . . .,a«-i, J-«, . .., x^] 

les valeurs ainsi obtenues pour x^ et x\. 

Les équations (27) doivent être identiquement satisfaites pa^^ 
les substitutions (26), et, par conséquent, les expressions 

dak Zu àx\ ôoLh 

doivent être identiquement nulles. Mais comme, d'après ce quî 
précède, ces substitutions satisfont également au système (i5).^ 
c'est- à-tl ire aux équations 
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> n 



■/ . 






Là ^ àx\ 



/ -- //i 



-imiilcr, coinuic cela résulte d'ailleurs direcle- 
,iir les expressions B/i(;^ii) doivent devenir, par 
'(» , indépendantes de «i, puisque, d'après no» 
|i /,) --- o, et par suite, en vertu de Tidentîté 

B,[B*(/)] = B4B,(/)]. 

•;-'i iiiiiuédiateiaent 

B.[B*(>:.)]-o; 

is o's oxprtîssions s'annulent quand on pose ai = a|, puis- 
alors 'fx doit se réduire à Xi^ et que, de plus, chaque ij = o 
ir /i ^ I . 

3r le résultat nul de la substitution des valeurs (26) dans les 
»ressions B/k(xi) i^c peut pas être changé si, à la place des x\^ on 
let leurs valeurs (27), ce qui détruit l'effet de la substitu- 
tt (a6). Donc, avant cette substitution, on doit avoir déjà iden- 

aement 

BMX*) = o. 

8t-à-dire que 

it les solutions du système jacobien de m — i équations linéaires 
X différentielles partielles 






is le système jacobien provient, comme le montre la for- 
le (17), du système 



^ = m 



^ue, par les substitutions (23), on introduit comme variables 

*t, .. ., a^.i à la place de Xi, x,, ..., x^.i, et il est clair que 

substitution inverse devra réciproquement transformer le sys- 

*e jacobien dans le système (17). Les solutions f=- x«î X'«+« î • • î 



iimlm«âtisrui-iii 



n)«Min«u Jttli'i 



I 
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:,„_,, à Vaide des éqiia^ 
' iiioiis (lu système jacobien 



\ 



K',-, 



t. iiu' jacobion donné (a8), il suffit de connaître 
c-quations différentielles ordinaires (aS). 



MK' |)F<'M'cdcut, la dëterminalîon de toutes les 

-lomc jac obi(*n de la forme (28) se ramène à Tîn- 

■ iil'lctc d un seul système de n — m-f-i équatioas 

i«:s ordinaires du premier ordre. Mais, dans la plupart 

;aioiis des systèmes de Jacobi et dans les plus impor- 

exemple dans Tintégration des équations aux diflëren- 

ielles du premier ordre et dans le problème de Pfaff, il 

uUement d'obtenir la solution générale des systèmes ja- 

le l'on rencontre , mais il suffit toujours de trouver une 

lion de chacun d'eux. Dès lors il est de la plus grande 

e de rechercher si Ton ne pourrait pas trouver, sans avoir 

itégrer complètement le système (^S), une solution du 

[cobien (28) ou (^19). 

>ns que Ton ait une intégrale quelconque 

F(«,, «a, . . ., «m-i, Xmj . . ., X^) = COnSl. 

ons (25). Les solutions complètes de ces équations diflfé- 
exprimées au moyen de ai et des valeurs initiales de 
pour a, = a*, satisfont alors à l'équation 

S le § III, ces solutions, quand on y considère a:^, ..., xjj 
lépendants de a,, ..., a,„^i, satisfont aussi aux équations 
sntielles totales (i5) ou aux équations 

cnt^ par conséquent, aussi satisfaire identiquement aux 



n 



« /fîx o\} \^ LkàX} 



134 BULLETIN DES SCIENCES 

•^n du premier système, dès que nous y mettons pour «1) a,, ..., 
^m-i l^s valeurs résultant des substitutions (a3)) donnent donc 
aussi en même temps les solutions du second système jacobien, 
équivalent au système donné (i). 

De là résulte la méthode suivante pour l'intégration complète 
du système jacobien donné des m — i équations linéaires aux dif- 
férentielles partielles 

[h =if 2, . . ., m — i). 

On exprimera, au moyen de m — i substitutions, choisies arbi- 
trairement sous les restrictions indiquées au paragraphe précédent, 

(23) XA=^if H- («1— aî)/i(«i, «a, ...,a»-,), 

les quantités 

/i = m — i 



h = \ 

et 






au moyen de ai^a^^ . . . , «m-n ^m^ • • • ^ ^nt ^^ l'on formera avec 
les premières les n — m H- i équations différentielles ordinaires 
du premier ordre 

~j — ''m» ^ — ''«-«-I» • • • > "» — "/î • 

Lorsqu'on aura intégré complètement ces équations et exprime 
les constantes d'intégration au moyen des valeurs initiales xj,, ...? 
x^n des variables dépendantes pour ai = aj, la résolution des 
équations intégrales ainsi obtenues par rapport à ces valeurs ini- 
tiales donnera n — m-\' i fonctions 

^ï/i seront les n — m H- i solutions du système jacobien 



* =: //I 
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et qui, par l'élimination de a^^a^^ . . . , a««i, à Vaide des équa- 
tions (aS), nous donneront les solutions du système jacobien 
donné (aS). 

§v. 

Pour trouver une solution du système jacobien donné (q8), il suffit de connaître 
une intégrale quelconque des équations différentielles ordinaires (aS). 

D'après le théorème précëdent, la détermination de toutes les 
solutions d'un système jacobien de la forme (28) se ramène à l'in- 
tégration complète d'un seul système de n — m H- i équations 
différentielles ordinaires du premier ordre. Mais, dans la plupart 
des applications des systèmes de Jacobi et dans les plus impor- 
tanteS) par exemple dans l'intégration des équations aux différen- 
tielles partielles du premier ordre et dans le problème de Pfaff, il 
ne s'agit nullement d'obtenir la solution générale des systèmes ja- 
cobiens que Ton rencontre , mais il suffit toujours de trouver une 
seule solution de chacun d'eux. Dès lors il est de la plus grande 
importance de rechercher si l'on ne pourrait pas trouver, sans avoir 
besoin d'intégrer complètement le système (^S), une solution du 
système jacobien (28) ou (^19). 

Supposons que l'on ait une intégrale quelconque 

F(«i, «1, . . ., ««-1, Xm, . . ., X^) r= COnsl. 

des équations (sS). Les solutions complètes de ces équations diflfé- 
rentielles, exprimées au moyen de o^i et des valeurs initiales de 
or^, ...) Xh pour ai =r a*, satisfont alors à l'équation 

Or, d'après le § III, ces solutions, quand on y considère xj,, ..., xjj 
comme indépendants de a,, ..., a,„^i, satisfont aussi aux équations 
aux différentielles totales (i5) ou aux équations 

Elles doivent^ par conséquent, aussi satisfaire identiquement aux 
équations 

!-) « /fTN àU S? ikàV 
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que Ton obtient par la diff'érentiation de Téquation U = o par rap- 
port à «it, en ayant égard aux relations (3 1) (*). La forme de Téqua- 
tion U = o est ici entièrement arbitraire. Il en est absolument de 
même pour toute équation V = o, déduite de Téquation (3o) par 
des opérations algébriques quelconques. 

Des m — I équations (Sa), la première est toujoturs identique, 
ou, dans le cas où cette équation n'a pas été formée directement 
avec Téquation (3o), mais avec une autre équation quelconque équi- 
valente à (3o), elle est du moins une simple conséquence algé- 
brique de Téquation U := o. Quelquefois aussi une partie des 
autres équations peut être identique ou être une conséquence de 
Téquation L! = o. Mais toutes celles des équations (3a) qui ne 
possèdent pas cette propriété sont de nouvelles intégrales du sys- 
tème (aS). Avec chacune de ces nouvelles intégrales on pourra 
maintenant procéder tout comme avec Téquation U = o, et l'on 
reconnaît ainsi la possibilité de déduire d'une seule intégrale des 
équations différentielles ordinaires (a5), par la simple différen- 
tiation, toute une série de nouvelles équations intégrales, qui ap- 
partiennent toutes au système d'équations intégrales complètes de 
ces équations diilérentielles, au moyen de quoi les variables dépen- 
dantes se déterminent en fonction de «i et des valeurs initiales cor- 
respondantes à «1= aj. 

Si l'on ajoute à ce qui vient d'être dit la remarque [que l'on eùi 
déjà pu utiliser dans le paragraphe précédent pour montrer que 
les expressions ^h[Xk) obtenues dans ce paragraphe doivent être 
nulles identiquement], que des équations qui appartiennent à uji 

(') On peut aussi démontrer cela directement. Par hypothèse, on a 

B.(F)^-o, 
et par suite 

et, à cause de la relation 

B.lB»(/)J = B»[B.(/)j. 
on a aussi 

B.[BaCU)J-o. 

Lu valeur que prend B^(U) pour les solutions complètes des équations difieren- 
tielles (aS) est donc indépendante de a,. Mais cette valeur s'évanouit pour a, = «t. 

puisqu'on a alors x^, = .rj,, . . ., x,, = .r'; il en résulte que, d'après (3o), i — - o. et 
qu'en même temps chacune des quantités ^^ s'évanouil. 
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tel bjstkme d'équations intégrales complètes, jamais aucune ne peut 
être complètement indépendante des valeurs initiales des variables 
dépendantes, ou que, si une telle équation se présente, elle doit 
élre nécessairement identique, on est conduit à la marche sui- 
vante pour parvenir de l'intégrale donnée F = const. ou U=:=o 
des équations ( aS) à une solution du système jacobien (29). 

En résolvant Tîntégrale U = o relativement a une quelconque 
des valeurs initiales des variables dépendantes qu'elle contient, par 
exemple, relativement à x^, ramenons cette équation à la forme 

et formons ainsi les m — i équations 

dont la première est identique. Aucune de ces équations ne peut 
être une simple conséquence algébrique de Téquation (33), puis- 
que xj, n'y entre pas. Si elles sont, comme la première, toutes 
identiques par elles-mêmes, la valeur U^ de x^ tirée de U = o 
est alors une solution commune des m — 1 équations linéaires aux 
différentielles partielles (29). S'il n^en est pas ainsi, on devra 
toujours pouvoir encore tirer des équations (34) une partie des 
autres valeurs initiales xj,^i, . . . , arj, puisque, d'après ce qui pré- 
cède, il est impossible d'éliminer complètement toutes ces valeurs 
ïniiiales. Admettons que nous puissions déterminer a J,^.i, . . . , xî^^^_, 
^u moyen des équations {-^4)] nous pourrons opérer maintenant 
^^ec chacune des valeurs ainsi obtenues : 

*»!-+ 1 ^tn-i-l ( ^1 ♦ • • • » ^m— I , ^m» • • • > ^h » ^ni+hy • • • » «^/i ; f 

•••••» ...•• , 

^m+h — 1 "~" ^m-*-h — 1 i^'f • • • » ^jw— I» •^/M» • • • » ^ny «^m+l» • • f ^n ]y 

<^nune on a opéré avec l'équation (33), et nous parviendrons ainsi 
^obtenir des équations qui ne pourront être de simples consé- 
quences algébriques des précédentes, puisqu'elles ne contiendront 
P^s les quantités 



<'i 



qui, au contraire, seront identiques par elles-mêmes, ou qui 
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serviront à leur tour à déterminer une partie des valeurs initiales 
restantes. De cette manière, si Ton n'est pas déjà parvenu à une 
solution commune des m — i équations (29), on devra nécessaire- 
ment finir par arriver à exprimer, au moyen des seules quantités 
a, , a„ . . . , a^.i , a:«, . . . , a:„, toutes les valeurs initiales des variables 
dépendantes contenues dans l'intégrale donnée U = o. Si l'on forme 
maintenant, avec une quelconque de ces expressions, les m — i 
équations B^ (f) = o, celles-ci ne contiendront aucune des valeurs 
initiales, et devront, par conséquent, être identiques par elles- 
mêmes. Chacune de ces expressions est ainsi (ce qui résulte d'ail- 
leurs du paragraphe précédent) une solution du système jaco- 
bien (29), et par suite aussi, lorsqu'on aura remis pour at^a^^ ..., 
(x„^x leurs valeurs tirées des substitutions (23), une solution du 
système jacobien (28). 

Ainsi, pour tromper une solution du système jacobien de 
m — I équations linéaires aux différentielles partielles contenant 
n variables indépendantes, il nest besoin que de connaître une 
intégrale quelconque des équations dijfférentielles ordinaires (îS). 

Les meilleures méthodes (^) connues exigeaient, pour arriver au 
même résultat, la connaissance d'une intégrale de chacun de 
m — I systèmes, dont le premier comprenait n — /n -|- i équations 
dilTércntielles ordinaires du premier ordre, et les autres autant ou 
un moindre nombre de ces équations. 



VI. 

L'intégration des équations aux différentielles partielles du premier ordre 

et le problème de Pfaff. 

On sait que Jacobi a ramené l'intégration des équations aux 
diflérentielles partielles du premier ordre au problème de la déter- 
mination successive d'une solution de chaque système d'une suite 
de systèmes jacobiens d'équations linéaires aux différentielles par- 
tielles de la forme (28). Si, dans l'équation aux différentielles par- 
tielles donnée, que l'on peut supposer ne pas contenir la fonction 
inconnue elle-même, il y a n variables indépendantes, ces sys- 



(*) f^oir Clebscu, Journal de Crelle, t. 65, p. 261. 
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tèmes jacobiens contiendront alors respectivement 

équations linéaires aux dififérentielles partielles, avec 

an — I, 2/1 — 2, ..., an — /n-+-i, ..., n-fi 

variables indépendantes. 

D'après la méthode exposée dans le paragraphe précédent, on 
sait que, pour obtenir la solution complète de l'équation donnée, 
on n'a besoin que de connaître une seule intégrale de chacun 
des systèmes de 

2(n — i), 2(n — 2), 2(n — /n4-i), ..., 2 

è(juations différentielles ordinaires du premier ordre, tandis que, 
anciennement (^), on avait besoin d'une intégrale pour un système 
de2(/i — i) équations différentielles ordinaires et pour deux sys- 
tèmes de 

2(n — 2), ..., 2(n — m-hi), .... 2 

équations différentielles ordinaires, et que, dans les cas défavora- 
Ues, ce nombre d'intégrations pouvait n'être pas encore suffisant. 

Quand on choisit la forme la plus simple des substitutions (23), 
l'intégration s'effectue de la manière suivante : 

En général, le (m — !)»*«»« système jacobieu ( * ) est de la forme 

A = iy2,...y m — I, 

Pi, Pi, ..., p«_i étant des fonctions de (/i, 9,, ..., 9„, /:>„, ---t Pn dé- 
terminées au moyen du système jacobieu précédent, et pour 
lesquelles les expressions 

A*[A,(/)]-A,[A,(/)] 
sont identiquement nulles. 



(') roir Clbbsch, Journal de Crelie, t. 65, p. 265. 

(*) ^oir Jacou, Vorlesungen ûber Dynamik, p. aga, et Journal de Crelie, t. 60, p. î3. 
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Si Tou pose maintenant 

(36) g,— a„ q2=q\-h((Xt — a\)pCu ..., g—i=?m-t-^ («. — «!;«—» 

^!) ?3) * • ••) 7m-i étant des constantes choisies arbitrairement, sous 
ia condition que les fonctions pi^ p,, ..., pm^t conservent des 
valeurs Gnies et déterminées pour 

qt = a\y q^z=zq\, ..., g«_,=rj,^_i, 
et qu'on élimine par ce moyen ^i, ^t, ..., 9^.1 des expressions 

I if^~ (a, — at)/;,, «>i, 
on transforme ainsi le système jacobien (35) dans le suivant : 

On peut, en se servant des explications données dans le paragraphe 
précédent, trouver une solution de ce système, dès que l'on con- 
naîtra une intégrale du système dca(« — m-hi) équations diffé- 
rentielles ordinaires 

,0 X dqx dwt dpx div^ 

aai àpx rfa, ôqx 

î. = m, m -ht, ..., n, 
et il suffit dans cette solution de poser 

^ ?. — a? g.— «î 

pour eu déduire une solution du système donné (35). 

Par une méthode tout à fait analogue à celle qu*on a employée 
pour l'intégration des équations aux différentielles partielles du 
premier ordre, on peut aussi, dans le problème de Pfaff, c'est-à-dirt* 
dans le problème de l'intégration de l'équation différentielle li- 
néaire donnée 

réduire, par le procédé indiqué, le nombre des intégrations né- 
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rcssaires presque de moitié. On reconnaît, en effet, sans difficulté, 
en examinant la méthode que Clebsch a donnée pour la résolution 
de ce problème(*), que celui-ci peut se ramener à la détermination 
d'une solution de chacun de n systèmes jacobiens de la forme (28), 
composés respectivement de i, a, . . •, ai équations aux différen- 
tielles partielles à 2/1 variables indépendantes chacune. En vertu 
de ce qui précède, la détermination d'une solution du i**"* de ces 
systèmes ne dépend que du calcul d'une intégrale de 2/1 — i équa- 
tions différentielles ordinaires du premier ordre. Mais ce i**"* sys- 
tème, que Ton ne peut former qu'après avoir trouvé une solution 
de chacun des précédents, possède lui-même, par suite de la ma- 
nière dont il résulte de ceux-ci, i — i solutions connues. Aucune 
de ces solutions n'est celle que Ton emploie réellement (celle-ci 
devant être indépendante de celles-là ) -, mais chacune d'elles, ex- 
primée au moyen des nouvelles variables a et égalée à une con- 
stante, nous fournit une intégrale de ces in — /équations différen- 
tielles ordinaires. On connaît donc d'avance i — i intégrales de 
ces équations, et Ton peut par leur moyen ramener les 2/2 — i équa- 
tions différentielles à 

2/1 — / — (1 — 1) = 2/1 — 21 -t- 1. 

La détermination d'une solution utile du i**"* système jacobien 
n'exige par conséquent que la connaissance d'une intégrale de 
vtn — 21 -H I équations différentielles ordinaires du premier ordre. 
Ainsi : 

Pour la solution complète du problème de Pfaff, il suffit de 
connaUre une intégrale de chacun des sjstèmes de 

2n — 1,2/1 — 3, 2/« — 5, ...,i, 
éijuations différentielles ordinaires du premier ordre. 

s VII. 

Autre démonstration du théorème du % 111. 

Dans l'hypothèse où l'on a les identités 

(4o) A,;a*)-A*K) = o, 

^*) Journal de Crelie, t. 65, p. '260. 
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les m — 1 équations linéaires aux différentielles partielles 



)L = m 



possèdent, comme Clebsch Ta remarqué (*), n — m-f- i solutions 
indépendantes entre elles, que nous désignerons par 

Puisque, en posant 



on a 



A=:ffl 

on voit que ces solutions sont indépendantes entre elles par rap- 
port a X„|, J^m+n •••? ^n* 

Si Ton pose donc 

on devra pouvoir, au moyen de .ces équations, déterminer jc„, 
'3Cm+iî •••? J^n en fonction des variables x^, x,, . . ., x^_i et des quan- 
tités C,„, C„^.j, • • • , c„. 

Si Ton considère ces dernières quantités comme des constantes 
arbitraires, les valeurs de a:«, . . . , j:„ tirées des équations (4 a) sa- 
tisferont aux n — m H- I équations 

X = n / h — m — i \ 



X = m \ A=l 



que Ton obtient par la différentiation complète des équations (4^] 
en ayant égard aux identités A^^ [fi) = o. D'ailleurs le déterminant 
de ces équations : 

dfm dfm^t àfn 



s* 



âxm dx^+t âx. 



(*) f^oir notumment Journal de Crelle, t. 61, p. i53, et t. 65, p. a66. 
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ne s'annulant pas de lui-même^ et ne pouvant conséquemment de- 
venir identiquement nul par la substitution de ces valeurs, il s'en- 
suit que ces valeurs doivent aussi satisfaire aux n — m -+- 1 équa- 
tions linéaires aux difTérenti elles totales 



A=m— 1 



(43) dxx^ \ a[dxk. 



A=l 



Mais, si les identités (4o) ont lieu, il existera toujours n — mH- i 
ibnetions de Xf, x,, . . . , x„^^i et de n — /n H- i constantes arbi- 
traires r^, c,^«i, ..., Cn (fonctions indépendantes entre elles par 
rapport à cescons tantes), lesquelles, mises pour j:,^, a:,„^.i, . . . , j:„, 
satisferont identiquement aux équations (43). 
Représentons les solutions du système (43) par 

(44) ^=9x(X|. ^if . • ., ^m-i, C«, . . ., C„), 

et désignons par x\^ x\^ . . . , x • des constantes indéterminées^ les 
'ï — m H- I équations 

pourront toujours être résolues par rapport à c«, ...,c„. Par la 
^^stitution de ces valeurs, les solutions (44) prendront la forme 

(45) xx= i^\[xx^ x„ . .., x«-.„ x\, x\, ..., xt,), 

"^ fonction vj//^ devant, en vertu de son origine, se réduire à x\ pour 

En introduisant maintenant à la place de Xi,Xi, ...,Xm.i les 
Nouvelles variables «!,«!, .. ., «m-i? au moyen des m — i équations 

^c qui donne 

( =zW\{ûCif ÛCu ' ' »9 Olm^tf Oc\fX\f X\f ..,,xi), 

On obtiendra, en vertu de (4^)) les solutions 

(48) x\=W\[anCC7, .. ., a^. „ «î, x% x\, .. ., x„) 
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du système d'équations linéaires aux diflerentirlles totales entre 

•^mî • • • 7 -^n C^ *11 ^t1 • • • 1 ^M— 1 î 

hz=tn-l 

(49) ^-^.^ ^ *î^«^' 



h = i 



dans lequel le système (43) se change par la substitution 

D'après cela, le$ équations (48) satisfont aussi en particulier aux 
n — m4- I équations différentielles ordinaires 

(5o) d^=^*- 

Si Ton a choisi la constante aj de telle sorte qu'aucune des 
m — I fonctions /i ne devienne infinie ou indéterminée pour 
«j = a* , chacune des quantités x^ se réduira à x\ pour oci = aj, el 
par suite, d'après (47)? ^i^ aura aussi 

Ainsi les équations (48) sont précisément les solutions des équa- 
tions différentielles ordinaires (5o) qui se réduisent, pour «j = aj, 
aux valeurs des variables dépendantes x\ qui correspondent à la 
valeur initiale aj de «i. 

Réciproquement, il doit être toujours possible de déterminer 
les constantes d'intégration d'un système de solutions complètes 
des n — m 4- 1 équations différentielles ordinaires (5o), de telle 
sorte que, pour ai = aj, ces solutions prennent les valeurs encore 
arbitraires x^„, x^«i, .., J^îl, et les solutions ainsi obtenues devront, 
si l'on y considère ces valeurs initiales comme indépendantes de 
«1, a,, ..., «;„_!, satisfaire en même temps aux équations aux diffé- 
rentielles totales (49) i ^^ par suile, lorsqu'on y a remis pour «j, 
a,, ..., a„,_i leurs valeurs tirées des substitutions (46), elles devront 
aussi satisfaire aux équations aux différentielles totales (43). 

Lcipzi^f, février 187a. 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. i45 



REVUE BIRLI06RAPHIQUE. 

RUfilM (R.). — Elementi di Calcolo infinitésimale. Seconda edizione rive- 
duta ed aumenlata. — Napoli, 1874-1875; a vol. grand in-S, 288-365 p. 
Prix : la lires. 

Nous aunonçons avec plaisir la seconde édition de cet Ouvrage, 
<loiit le succès a répondu aux soins donnés déjà par l'auteur à la 
première édition, et ne fera que grandir par suite des nouveaux 
efibrts qu'il a faits pour y apporter encore de nombreux perfec- 
tionnements. 

On reconnaît dans le Livre de M. Rubini l'œuvre d'un professeur 
expérimenté, qui sait appeler Tattention du lecteur sur les points 
importants et délicats, en introduisant dans le texte des remarques 
et des rapprochements très-utiles pour aider Tintelligence et la 
mémoire, et que l'on ne rencontre ordinairement que dans l'ensei- 
gnement oral. 

Parmi les additions qui distinguent la nouvelle édition, nous 
citerons des recueils d'énoncés de problèmes relatifs aux diverses 
parties de TOuvrage, et qui rendront de grands services, tant aux 
personnes étudiant seules qu'au professeur, dont la tâche sera ainsi 
facilitée. 

Le premier Volume, consacré au Calcul différentiel, se divise en 
deux Livres : 

Le Livre I [Algorithme du Calcul différentiel) comprend trois 
Chapitres. 

Chapitre I. — Objet du Calcul différentiel, — Dérii^ées et diffé^ 
^cntielles des fonctions d'une ou de plusieurs variables, 

La question difficile de l'existence de la dérivée et des consé- 
quences immédiates de cette hypothèse, pour l'établissement des 
premiers principes fondamentaux du Calcul infinitésimal, n'est 
peut-être pas traitée ici avec toute la rigueur que l'on exige main- 
^uant, et dont on trouve un modèle dans le Traité de Calcul diffé- 
rentiel et de Calcul intégral de M. Serret. 

Chapitre IL — Dérii^ées et différentielles des dii^ers ordres 
^ une fonction d'une ou de plusieurs variables. 
Chapitre IU. — Du changement de variables. — De l'élimina^ 

hull, des Sciences mathém, et ustron,, t. XI. (Octobre 1876.) lo 
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tion des constantes et des Jonctions. — Des fonctions imaginaires. 
— Déterminants fonctionnels. 

La question de rélimination des constantes et des fonctions arbi- 
traires nous aurait paru mieux à sa place dans la théorie des équa- 
tions différentielles et aux dérivées partielles, dont elle sert à faire 
comprendre la formation. 

A la dénomination àe fonctions imaginaires nous aurions pré- 
féré celle àc fonctions complexes, plus en harmonie avec les idées 
actuelles sur ces sortes de quantités. 

Le Livre II a pour titre : Applications du Calcul différentiel, ei 
contient les Chapitres suivants : 

Chapitre I. — Formules pour le déi^eloppement en séries,— 
Des expressions qui se présentent sous forme indéterminée. — Fa- 
leurs maxima et minima d'une fonction d'une ou de plusieurs 
variables, 

Ch Ap iTRE II . — Applications du Calcul différentiel aux courbes 
planes. 

Chapitre III. — Applications du Calcul dijfférentiel aux sur- 
faces. 

Chapitre IV. — Application du Calcul différentiel aux courbes 
dans l'espace. 

Chapitre V. — Autres applications aux surfaces. 

Questions à résoudre comme exercices. 

Le second Volume traite du Calcul intégral, et se compose de 
trois Livres. 

Le Livre I (Intégration générale des fonctions d'une ou de 
plusieurs variables) se divise en cinq Chapitres, précédés de Déji- 
nitions et principes généraux. 

Chapitre I. — Intégration des fonctions algébriques ration- 
nelles, de certaines fonctions irrationnelles et des fonctions expo- 
nentielles, logarithmiques y trigonométriques et circulaires. 

Chapitre II. — Intégrales définies. — Dijfférentiation et inté- 
gration sous le signe intégrale. — Intégrales multiples. 

Chapitre III. — Intégrales eulériennes. — Intégration par séries 
ordonnées suivant les sirius ou les cosinus d'arcs multiples. 

L*auteur donne un aperçu des formules de Fourier, dont il attri- 
bue, comme la plupart des écrivains, la première idée à Lagrange. 
F^oir à ce sujet une rectification de Riemann [Bulletin, t. V, p. 27). 
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Chapitre IV. — Application des théories précédentes à la recti- 
ficalion des courbes, à la quadrature des surfaces et à la cubature 
des solides. 

Chapitre V. — Intégrales multiples. — Intégration des Jonctions 
de plusieurs variables. 

Le Livre II traite De l'intégration des équations différentielles. 

Chapitre I. — Intégration des équations différentielles du pre^ 
mier ordre entre deux variables, et des équations aux différen- 
tielles totales entre trois variables ou plus. 

Chapitre II. — De l'intégration des équations différentielles 
d'ordre supérieur entre deux variables. 

Dans ce Chapitre, l'auteur a remis en évidence l'élégante mé- 
thode de Brunacci pour l'intégration des équations linéaires à coef- 
ficients constants (^). 

Chapitre III. — Intégration des équations au moyen des séries 
ou des intégrales définies. — Application de l'intégration des 
équations à la sommation des séries ou au calcul des intégrales dé- 
finies. — Solutions ou intégrales singulières des équations d'ordre 
supérieur au premier. 

Chapitre IV. — Intégration des équations simultanées. 

Chapitre V. — Intégration des équations aux dérivées partielles. 

Le Livre III a pour objet le calcul des variations, le calcul di- 
rect et le calcul inverse des différences finies, et comprend trois 
Chapitres correspondant à ces trois théories. J. H. 



STUDNI(!kA (D""?.-!.). — ZÂKLADOVÉ NAUKY Mslek; pro inilovnlky po- 
clàfstvi vbbec a studujici zvlàst'. Knitia I : vlastnostech cisel prostych a 
jich upotFebeni. S drevorytinami. — V Praze, tiskem dra. Edv. Grégra. Na- 
Idadem jednoty Seskych mathematikù. 1876 (^). 

La plupart des Ouvrages qui traitent de la théorie des nombres 
s'adressent aux personnes déjà familières avec les méthodes d'ana- 



(') Brunacci, Calcolo intégrale délie equazioni lineari, Firenze, 1798; p. 86. 

{*) Stgdnic&a (F.-J.), Éléments de la Théorie des nombres; pour les amateurs do 
l'Arithmétique, et en particulier pour, les étudiants. Livre I : Sur les propriétés des 
nombres premiers et leur application. Avec figures sur bois. — Prague, imprimerie 
du Dr Éd. Grégr. Aux frais de la Société Mathématique de Bohème. — In-8<>, i54 p. 

10. 
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lyse, cl leur lecture présente de sérieuses difficultés à ceux qui 
ne connaissent que les premiers éléments d'Arithmétique et d'Al- 
gèbre. M. Studnicka a voulu faire un Livre accessible à un public 
moins savant, tout en conservant aux théories leur rigueur et leur 
l'orme complète, et nous croyons pouvoir dire qu'il y a réussi, dans 
la partie publiée que nous avons sous les yeux. Pour cela, il lui a 
suffi de reprendre les théories d'un peu plus haut que ses prédé- 
cesseurs, de ne pas omettre les explications nécessaires aux 
commençants, et de multiplier les exemples et les applications. 

L'Ouvrage commence par un aperçu de quelques pages <c sur Fo- 
rîginc et le développement de la Théorie des nombres », que l'au- 
teur divise en deux époques : I, de Pythagore à Fermât 5 II, de Fer- 
mat jusqu'à nos jours. 

Y! Introduction, qui vient ensuite, comprend les paragraphes 
suivants : 1. Sur les nombres en général. 2. Sur les systèmes de 
numération. 3. Sur les opérations arithmétiques. Notions sur les 
nombres complexes a-\-b yj — i . 

Livre L — Sur les propriétés des nombres premiers et leur 
application. 

Section L Propriétés des suites de nombres. — 4. Partage de la 
série naturelle des nombres. Diverses formes 2/2 -h r, 3/i-|-r, .... 
5. Nombres figurés en général. Triangle de Pascal. 6. Nombres 
polygones et multilatères. 7. Nombres polyèdres. 

Section II. Divisibilité des nombres. — 8. Sur les relations 
mutuelles de deux nombres en général. 9. Caractères de divisi- 
bilité. 10. Propriétés des diviseurs. H. Des nombres premiers 
entre eux. 

Section III. Des résidus du premier degré. — 12. Des résidus 
en général. 13. Théorème de Fermât. 14. Théorème de Wilson et 
sa liaison avec le théorème de Fermât. 15. Sur la congruence des 
nombres. 

Section IV. Résolution des équations indéterminées du premier 
degré. — 16. Sur la nature de ce problème. 17. Résolution des 
équations indéterminées dans des cas particuliers. 18. Résolution 
au moyen du théorème de Fermât. 19. Résolution au moyen des 
résidus. 20. Résolution au moyen des valeurs approchées des frac- 
tions continues. 

Section V. Résolution des congruences. — 21 . Résolution des 
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congruences à une seule inconnue. 22. Résolution des congruences 
par la décomposition du module. 23. Résolution d'un système de 
congruences simples. 24. Résolution d'un système de congruences 
composées. 

Table des nombres premiers entre i et 10 000. J. H. 



*«K 



REVUE DES PURLIGATIONS PÉRIODIQUES. 

MONTHLY NOTICES of the Rotal Astro.nohical Society of London. 
T. XXXVI; février 1876. 

RAPPORTS ANNUELS 

ADRESSÉS AU CONSEIL DE LA SOCIÉTÉ ROYALE ASTRONOMIQUE, PAR LES DIRECTEURS 
DES DIFFÉRENTS OESBRVATOIRES DE LA GRANDE-BRETAGNE ('). 

I. — Observatoire Royal de Greenwich. 

• 

En dehors de ses travaux ordinaires et pour ainsi dire fondamen- 
taux, observations de la Lune et formation de Catalogues d'étoiles, 
l'Observatoire royal de Greenwich a terminé l'installation de son 
service d'Astronomie physique. Pendant toute l'année, le grand 
équatorial et celui du Sheepshanks ont été consacrés à l'observation 
des phénomènes des satellites de Jupiter et surtout à l'étude spec- 
troscopique continue du Soleil et des principales étoiles. 

La mesure du déplacement des raies dans les spectres des étoiles 
donne immédiatement, on le sait, la valeur et la direction de leur 
mouvement propre^ mais, jusqu'ici, la Science ne possède qu'un 
petit nombre de déterminations, faites presque toutes par deux 
observateurs, d'ailleurs fort distingués, M. Huggins en Angleterre 
et M. Vogel en Allemagne, et il restait quelques doutes sur la pré- 
cision et la sensibilité de la méthode. Or les résultats des mesures 
faites à Greenwich, sous la direction de M. Chcistie, s'accordent 

(•) Voir Bulletin, t. IX, p. 267. 
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• 

de la façon la plus satisfaisante avec ceux qu'avait autrefois obte- 
nus M. Huggins; toujours le sens du mouvement est le même, et la 
diÛerence maximum des vitesses trouvées par les deux astronomes 
ne dépasse pas lo milles par seconde. 

La Physique solaire a été suivie avec beaucoup de soin ; pendant 
qu'avec le spectroscope de Spottiswoode on étudiait et dessinait les 
protubérances , on prenait aussi souvent que possible des images du 
Solei] avec le photohélic^aphe. On a pu constater ainsi la simul- 
tanéité complète entre l'absence de taches sur la surface de Tastre 
radieux et ]a disparition des protubérances gazeuses qui l'entourent 
d'ordinaire. 

La mesure des aires des taches et facules photographiées en 1874 
est d*ai]]eurs entièrement terminée. 

L^initiative intelligente prise par M. Airy a donc été couronnée 
d'un succès mérité; l'Observatoire de Greenwich aura bientôt 
recueilli des documents aussi rares qu'utiles et précieux. 

II. — Observatoire de Raddiffe, à Oxford. 

L'Observatoire de Radcliffe, outre son travail ordinaire d'obser- 
vations, qui est assez connu de nos lecteurs, a continué la mise à 
jour de la réduction et de la publication de ses travaux antérieurs. 
Le Volume de 1873 vient d'être publié ; il renferme 1496 observa- 
tions d*étoiles, go du Soleil, 55 de la Lune, 20 de Mercure, 33 de 
Vénus, 24 de Mars et 18 de Saturne. 

III. — Observatoire de l'Université d*Ozford. 

Cet Observatoire, destiné à des éludes d'Astronomie physique, est 
aujourd'hui complètement installé. 

Le programme des travaux que M. Pritchard se propose d'exé- 
cuter est le suivant : 

1° Observation des comètes nouvelles, calcul de leurs orbites, 
étude de leurs spectres et de leurs relations avec les étoiles filantes; 

2° Observation de quelques systèmes binaires; 

3^ Photographies lunaires en vue de l'existence d'une libratîon 
physique. 

Ces études photographiques sont déjà commencées et paraissent 
en excellente voie. 
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IV. — Observatoire de Cambridge. 

On a continué à Cambridge l'observation des étoiles de la zone 
que l'on s'est engagé à observer pour la Société Astronomique 
allemande. 

V. — Observatoire Royal de Dunsink (Dublin). 

L'année a été presque entièrement consacrée à l'installation et à 
l'étude du nouveau cercle méridien et de la nouvelle pendule sidé- 
rale. M. Bail a néanmoins fait avec l'équatorial du Sud quelques 
observations destinées â donner la parallaxe annuelle. 

VI. — Observatoire Royal d'Edimbourg. 

On n'a pas fait cette année de travail astronomique à Edimbourg. 
Le budget annuel de l'établissement, qui n'est que de 26750 francs, 
i été entièrement absorbé par le service météorologique de l'E- 
cosse. 

VII. — Observatoire de Glasgow. 

Les ressources de cet établissement ont été surtout consacrées à 
la réduction et la publication des observations faites depuis 1860. 
Dn n'a fait d'autres observations que celles nécessaires à la trans- 
mission de l'heure au port et à la ville de Glasgow. 

VIII. — Observatoire de Kew. 

On a réinstallé le photohéliographe qui avait été envoyé à 
&reenwich en février 1873, et toutes les dispositions sont prises 
pour recommencer prochainement le beau travail sur les taches so- 
laires que M. Warren de la Rue y avait inauguré. 

IX. — Observatoire de Liverpool (Bidston, Birkenhead). 

M. Hartnup a continué ses belles études sur les chronomètres de 
la marine marchande. L'Observatoire a abaissé à 25 francs la somme 
à payer par les armateurs pour obtenir la marche exacte d'un chro- 
nomètre et la loi de sa variation avec les changements de la tempé- 
rature. 
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X. — Obsenratoire de l'École de Rugby. 

L'année 1875 a été surtout employée à des mesures d étoiles 
doubles avec l'équatorial d'Alvan Clark; on a étudié ainsi 3o3 de 
ces systèmes s tell aires. 

Quant au télescope de o"*,3o, il a servi à dessiner les protubé- 
rances solaires. D'ailleurs, à cause du petit nombre de ces protubé- 
rances qui ont été visibles cette année, on a substitué à la fente 
annulaire qui montrait à la fois, dans le champ, la moitié de la 
chromosphère, une fente bornée à un segment de cercle et qui 
donne environ 20 degrés du limbe solaire ; on obtenait ainsi une 
image plus agrandie de la photosphère. 

XI. — Observatoire de Stonyharit. 

En l'absence du D' Perry, en mission à l'Ile de Kerguelen pour 
le passage de Vénus, on s'est borné à observer les phénomènes des 
satellites de Jupiter, les occultations et les météores de novembre. 

XII. — Observatoire de M. Barclay (Leyton, Essex). 

L'Observatoire de Leyton est, on le sait, spécialement consacré 
à l'étude des étoiles doubles. Pendant l'année qui vient de s'écouler, 
les astronomes de M. Barclay ont observé un certain nombre de 
systèmes binaires que, peu de temps avant sa mort, sir John Herschel 
avait recommandés à leur attention . 

XIII. — Observatoire du colonel Gooper (Markree). 

Le D' Doberck, qui est aujourd'hui chargé de la direction de cet 
antique et célèbre établissement, s'occupe activement dé remettre 
tout en état. Depuis la mort de M. Cooper, l'Observatoire avait été 
inoccupé^ aussi M. Doberck a-t-il trouvé les salles d'instruments 
ouvertes pour ainsi dire à tous les vents et ceux-ci exposés à toutes 
les intempéries des saisons. Il y a là presque à refaire une instal- 
lation nouvelle : elle a dû être terminée à la fin de iSyS. 
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XIV. — Observatoire de M. Edward Grossley (Bermerside , Halifax). 

L'observation d'étoiles doubles et des phënomèncs des satellites 
de Jupiter, tels sont les travaux principaux de ce petit et nouvel 
Observatoire, qui semble dirigé par un astronome actif et intelli- 
gent. On a mis en même temps à jour les mesures d'étoiles doubles 
Faites depuis 1869. 

XV. — Observatoire de lord Lindsay (Dnn Echt). 

Le noble lord et ses astronomes ont consacré l'année 1875 à la 
réduction des observations faites lors du passage de Vénus et à la 
détermination des différentes corrections instrumentales qu'elle 
nécessite. 

XVI. — Observatoire dn comte de Rosse (Birr-Castle, Parsonstown). 

Les observations ont été reprises d'une façon régulière à Parsons- 
town, quoique le télescope de 3 pieds ne soit point encore rein- 
st^allé. Continuant l'une des plus belles recherches de son père, le 
<^omte de Rosse s'est surtout attaché aux observations des nébu- 
leuses et aux mesures de leurs positions et de leurs distances par 
■"apport aux étoiles voisines. 

XVII. — Observatoire du colonel Tomline (Orwell Park, Ipswich). 

L'outillage de l'Observatoire pour l'observation des comètes a été 
Complété vers le milieu de cette année, mais seulement après 
l'apparition de la comète d'Encke. Le travail important de l'Obser- 
vatoire a donc consisté dans des observations de la Lune et de ses 
étoiles en vue d'une détermination de la longitude. 

XVIII. — Observatoire Royal dn Gap de Bonne-Espérance. 

On a continué à TObservatoire du Cap la révision du ciel aus- 
tral. M. Stone, on le sait, la limite aux étoiles de grandeur au plus 
égale à la 7* (d'après Téchelle de La Caille.) On a terminé cette 
^nnée la zone comprise entre i45 et i55 degrés de distance polaire 
Nord; les 1700 étoiles que renferma cette zone ont été chacune 
observées trois fois. On a préparé en outre le Catalogue préliminaire 
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pour la zone i33 à i45 degrés et termine les réductions relatives à 
la zone comprise entre i55 et i65 degrés de distance polaire Nord. 
Ajoutons que M. Slone vient de recevoir d'Angleterre un photo- 
kéliographe et un spectroscope et qu'il compte consacrer une partie 
des ressources de son établissement a des études d'Astronomie phy- 
sique qui seront un complément fort utile de celles qu'ont entre- 
prises les Observatoires de Greenw^ich et d'Oxford. 

XIX. — Observatoire d* Adélaïde. 

Le Directeur du service télégraphique de l'Australie du Sud, 
M. Todd, parait avoir réussi à commencer enfin l'Observatoire qu'il 
désire depuis si longtemps. A l'occasion du passage de Vénus, le 
gouvernement avait acheté un équatorial de Cooke de o", 20 d'ou- 
verture, équatorial que M. Todd a fait, dès son arrivée, installer 
d'une façon définitive. C'est le premier instrument sérieux dont 
dispose le nouvel Observatoire d'Adélaïde : bientôt arrivera à l'Ob- 
servatoire un cercle méridien de o"*,i3 d'ouverture, qui remplacera 
le petit instrument des passages de o"*, o3 d'ouverture employé jus- 
cju'alors par M. Todd et avec lequel il donnait l'heure à la ville. 

XX. — Observatoire de Melbourne. 

L'outillage de l'Observatoire de Melbourne a été considérable- 
ment augmenté pendant l'année qui vient de s'écouler : c'est cncon* 
l'observation du passage de Vénus qui a fait décider l'acquisition 
de ces instruments nouveaux. Ce sont un photohéliographe, un 
équatorial de o", 20 d'ouverture, dû à Troughton et Simms, un pe- 
tit équatorial de o™,ii d'ouverture dû à Cooke, un micromètre à 
double image de Browning et deux chronographes. 

Les instruments méridiens ont d'ailleurs été employés comme à 
l'ordinaire à la formation d'un Catalogue austral, et le grand téles- 
cope a surtout servi à dessiner quelques-unes des belles nébuleuses 
du ciel austral et a encarter les étoiles voisines : on a ainsi obtenu les 
dessins de dix des nébuleuses étudiées autrefois par sir John Herschel. 

On a repris, en outre, l'étude de la nébuleuse voisine de r, d'Ar- 
gus et des étoiles qui l'accompagnent, et l'on n'a pu constater dans 
cet immense amas de matières cosmiques aucun changement 
appréciable. 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. i55 



JOURNAL DE MATHéMATiQUES PURES ET APPLIQUÉES (*). — Troisième Série, 
publiée par M. Rbsal. 

T. 1 (suite); juin-décembre 1875. 

Catalan (E.). — Sur la constante d'Euler et la fonction de 
Binet. (3s p.) 

Ce Mémoire contient un assez grand nombre de résultats nou- 
veaux et des procédés ingénieux pour obtenir simplement des ré- 
sultats déjà connus, relativement à des intégrales définies, à des 
sommes de séries, à des limites de produits infinis qui peuvent être 
rapprochées de la théorie des fonctions eulériennes. 

Nous citerons en particulier l'identité remarquablement simple 

I II Il I 



n H- 1 n + 2 a/i 2 3 2.n 

que Tautciu* donne au début de son travail, et les résultats suivants 

J 2 ^-^^^—-4- ^TT . wrfç — 7r/{2), 

n ^ ' 2 Jo 2e'(e'— 1) 
C étant la constante d'Euler ^ 



X 



dx z=zll[7.)\ 
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si tj ( fx) représente la fonction de Binet, savoir 



on a 



""=rt^-^o^ï^-' 



/ , I ,, y r dx r x'^ x*v- x^v' 

(li} = --/ 2|X7r -H / - — : r-77-r — iH ^--/--*--^ -*-••• 



(•) Voir Bulletin, t. IX, p. 121. 
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Allégeet. — Mémoire sur l'intégration des équations aux 
dérii^ées partielles du premier ordre. ( aa p.) 

L'auteur expose d'une façon nouvelle la méthode de Jacobi el 
indique quelques simplifications pratiques. 

Bectoh (de Champ). — Réponse à la Note de M. J, Bertrand, 
relative à l'article : « Sur de prétendues inadvertances de 
Lagrange ». (2p.) 

Lagueeee. — Sur les singularités des courbes de quatrième 
classe. 

Etant données deux équations à une inconnue, de d^ré m, F= 
et F^= o, déterminant par leurs racines deux systèmes de points 
situés sur une même droite (ou deux faisceaux de droites passant 
par un même point), M. Laguerre nomme ces systèmes (ou ces fais- 
ceaux ) harmoniques, si Tinvariant quadratique des deux formes F 
et P est nul. Le lieu des points d*où Ton yoit deux courbes de 
n^^^^ classe suivant deux faisceaux harmoniques est une courbe du 
/!**■• ordre, qui est dite la courbe harmonique des deux premières, 
ou de deux quelconques des courbes du faisceau qu'elles détermi- 
nent, ou plus simplement de ce faisceau. 

Après avoir posé ces définitions, l'auteiu* démontre les théorèmes 
suivants : 

Etant donnée une courbe de quatrième classe K, 51* Von consi- 
dère les dljffér entes droites que l'on peut mener par un point M, 
leurs premières polaires relatiy^ement à K forment un faisceau 
de courbes de troisième classe dont la courbe harmonique est la 
droite polaire du point M, relatii^ement à la courbe du quatrième 
ordre S qui passe par les vingt-quatre points de rebroussement 
deK. 

Si la première polaire d^une droite P, relativ^ement à la courbe 
de quatrième classe K, se décompose en un point p et une conique 
résiduelle, la droite P est la droite polaire de p^ relati%fement à 
la courbe du quatrième ordre S , qui passe par les vingt-quatre 
points de rebroussement de K. 

Si les vingt-huit points doubles d'une courbe de quatrième 
classe K sont situés sur une courbe de sixième ordre, elle fait 
partie d'un couple harmonique: la réciproque est également vraie. 

(L'auteur dit que deux courbes de même classe forment un couple 
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liannonique, si elles sont vues d'un point quelconque du plan sui- 
vant deux faisceaux harmoniques). 

Allégret. — Mémoire sur le problème des trais corps. (4o p.) 

Ce Mémoire comprend trois Sections. Dans la première Section^ 
Fauteur étend la réduction de Jacobi (par laquelle Téquation dont 
le problème dépend est ramenée au sixième ordre ) au cas de n + i 
corps, soumis à leurs attractions mutuelles. L'ordre 6n des équa- 
tions du mouvement peut toujours être abaissé de six unités. 

Dans la Section suivante, après avoir rattaché les mêmes équa- 
tions à une autreaux dérivées partielles à 3/z variables indépendantes, 
l'auteur élimine deux des dérivées à Taide de deux intégrales trans- 
formées en équations aux dérivées partielles et compatibles avec 
la première. Le problème est ainsi ramené à l'intégration d'un sys- 
tème d'équations aux dérivées ordinaires d'ordre 6{n — i). Cette 
méthode, appliquée au problème des trois corps, n'exigerait plus 
qu'une ou deux intégrales d'un système canonique du sixième ordre. 

Dans la dernière Section, M. Allégret propose une réduction en- 
core plus grande. Après avoir successivement annulé deux et trois 
constantes des intégrales des aires, il fait voir que ces équations 
deviennent compatibles avec l'équation fondamentale et admettent 
une solution singulière à trois constantes arbitraires, laquelle peut 
être déduite de l'intégration d'un système différentiel du quatrième 
ordre* et, quoique le nombre des constantes annulées soit supérieur 
^ deux, le mouvement conserve toute sa généralité, pourvu qu'on 
ajoute à la fonction des forces certains termes convenables. 

Pépin, (le P.) — Sur certains nombres complexes compris dans 
Informulé a + b ^ — c. (66 p.) 

Euler, pour résoudre certaines équations indéterminées, a intro- 
duit des nombres complexes de la forme a -f- i ^ — c, mais sans 
démontrer que les solutions obtenues par ce moyen étaient les 
%ules : Gauss a donné la théorie rigoureuse des nombres complexes 
delà forme a H- b^ — i ; enfin Lejeune-Dirichlet a considéré les 
nombres complexes de la forme a + i ^ — 5 et a -f- i ^ — 7 . Dans 
lapremicre partie de l'important Mémoire que nous analysons. Tau- 
^ur s'occupe en général des nombres complexes compris dans la 

formule a -f- i ^ — c , où a et £ sont des entiers quelconques et où 
^ est un nombre entier positif. 
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Nous citerons quelques théorèmes résumant les recherches de 
l*auteur. 

En supposant que les formes quadratiques positives et impaires 
de déterminant — c soient comprises dans une même classe 
(c = I, a, 3, 4? 7)) o^ ^ 1^^ trois propositions suivantes : 

Za manière la plus générale de résoudre l'équation 

quand les nombres x^y et z doii^ent être entiers et premiers entre 
eux, et qu'en outre z doit être impair, est de poser 

[p 4- î v/^^)"=P + Q v/^^f 

de prendre a:=:drP,j^=:id:Q, z=p*-f- cq^ et d'attribuer aux 

lettres p et q toutes les valeurs entières et premières entre elles, 

qui déterminent pour z des valeurs impaires. 

Soient A, B, D des dis^iseurs impairs de la formule x^-^-cy^'t 

premiers entre eux deux à deux; pour obtenir toutes les solutions 

de l'équation 

jr» 4- c/» = A"B-. D"* . . . 

en nombres entiers et premiers entre eux, il suffit de poser 

±xzhxsf^'={a'ha,^f^)''{b-^b,^'^^P{d'^d,>/^^Y\.., 



de ramener le second membre à la forme P -}- Q ^ — c en effec- 
tuant les calculs indiqués, puis de donner, dans les deux pofy' 

nomes P et Q, aux lettres (a, «i), (i, i^), (rf, rfi), , toutes les 

valeurs entières qui forment respectiv^ement des représentations 
propres des nombres A, B, D, . . . par la forme x* -f- cy*. 

Si ton désigne par H un diviseur impair de la formule a:*-f-cj', 
et par x^ y^ z des nombres entiers et premiers entre eux deux à 
deux, dont le dernier z doit être impair, toutes les solutions de 
V équation 

peuvent se déduire des formules 

±xdtzxs/— c = {a-^ b sP^) {p-^q^— c)*, z = />' 4- cf ', 
en j combinant successivement chacune des représentations pro- 
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près (a, h) du nombre H par la forme a:*-f- c^', ai^ec toutes les 
valfiurs entières et premières entre elles depet q propres à donner 
des 'valeurs impaires à la formule p*-\- cq*. 

Supposons maintenant que, pour le déterminant — n (n entier 
positif), les formes quadratiques soient distribuées en divers genres 
dont chacun ne renferme qu*une classe*, on aura les théorèmes 
suivants : 

Toutes les solutions en nombres entiers et premiers entre eux 
de l'équation 

dans laquelle z a une valeur impaire, se déduisent des équations 

±x±y^— n= [p-^qsj— /t)*""*^'» ^ ^p^-^nq^ 

en donnant aux lettres p et q, de toutes les manières possibles, des 
"valeurs entières et premières entre elles. 

Pour trouv^er toutes les solutions entières et premières entre 
elles de l'équation 

en supposant z impair, il faut d 'abord chercher toutes les solu- 
tions de r équation 

{^) p^-\-ny^--z^j 

ou, plutôt toutes les formules générales propres à les déterminer, 
Ces formules générales se déduisent des suivantes : 

(3) z=:ap-\-bg', p=af-bg', 9 = '^fg* ab=n. 



4) zz= ^ ^, p^ ^ ' <l=fs* abzrzn. 



en prenant pour aetb toutes les décompositions du nombre n en 
ieux facteurs premiers entre eux pour les formules (3) et, pour 
^^s formules (4) 5 en deux facteurs premiers entre eux, si n est de 
^/orme 4'-f- I, en deux facteurs dont le pltis grand commun 
àisiseur soit a^ si n= Si, Puis on obtiendra les valeurs de x et 
rfe /, au mojen de l'équation 

±x±iy^-'n= [p -4- jV— /»)"= P 4-Qv^— /«, 



lCLIXn3 flSS i 



p. Q ies imdêtenmnées 
formules (3j 



« ^^ f . : ^^ : . ^rtiorrs »pBf Se aooi&re 4es *^*y** de fonnes qua- 
inaû^ut;* ti? iÂ^nmiaBC — me soie ^al jk ■nihrr «les geores, le 

M r^txp^y-MMt m. est ^air, tetfiUÊtiam / r uptug ie m'admet auaae 
(^UéOjy^m. ^9C Mtimkires emlLer§ et di^errmii de zéro, 

.V M eft unpair et §î z doit être impmr et prenuer avec lepro- 

tiers et prenùers entre 



dmU AC. toutes La foimtit. 



t<*fa e:x^r 



aie par les f (annules 



— r- mm — I — -— 



^ 



—r ^ î [ 



I .3.3.4 






aj^ * /^''- • 



m off * -- 



mm — E m — 3 

1.3.3 



r— s 



ap^ * . ^9* 



ir #ji — 



- T ... m — 4 — r— I 



ou l'on dfrii^ne parp et q deujr nombres entiers et premiers entre 

Ij» deuxîtfVinc Partie da Mémoire cod lient lui très-grand nombre 
d'applications particulières à des équations de la forme 

i:i Tc'xameii de rpielques équations impossibles de la forme 

Laî;re.\t (H.;- — Mémoire sur les fonctions de Lcgendre, (26 p.) 
Partant du théorème de Caucliy, sur la valeur de la /i""* dé- 
rivée d'une fouctiou, l'auteur déduit les diverses propriétés des 
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fonctions X" des deux formules suivantes : 

dz 



= -^f = 



2ZJ? -h 2' 






rintégration étant effectuée, pour le premier cas autour de Torî- 
gine, pour le second autour du point x. 
En passant, l'auteur rencontre la formule déjà connue 

n ~t~ I 
X,Z, -4- 3X,Zi -h. . .-+- (21H- i)X„Z«= (Z^^iXn — X«4.,Z«), 

Z — X 

où Z„ représente en général ce que devient X„ quand on y rem- 
place X par z, et en déduit la suivante : 



/. 



+ ' Z.rf2 



_, * — ^ 



Cette dernière formule est à son tour la source de plusieurs déve- 
loppements intéressants : la fonction 



X 



Z„dz 



_ I z — X 



€st lobjet d'une étude particulière. 

GuiEYSSE (P.). — De la propagation des marées dans les ri- 
vières. (5a p.) 

Traduit et extrait des Tides and TFaues de M. Airy, Astronome 
Royal d'Angleterre. J. T. 



Sull, des Sciences mathéin, et astron,, t. XI. (Octobre 1876.) I I 



iGa BULLETIN DES SCIENCES 



MÉLANGES. 

APPUCiTION DES EXPBESSiONS COIPLEIBS Ili6IIIiIBES A Li FOMATION DE CEITIHS 
STSTilES COIPLtTEIENT INTÉSBABLES D'ÉQUATIOIIS CANOIliQDES ET DiftlllTlOIIS 
AIX DÉBIVÉES PABTIEIIES; 

Par m. V. IMCHENETSKY, 

Professeur à l'Université de Kharkof. 

Une équation 

entre deux variables z, ::! et une constante arbitraire c, prend la 
forme 

lorsqu'on y substitue les valeurs 



où i = ^ — 1 . 

Entre les dérivées partielles du premier ordre des fonctions 
H et G de x, y^ j/, y existent des relations simples, en vertu 
desquelles, lorsqu'on établit une certaine correspondance entn* 
x^ y^ od^ y'>i il est facile de démontrer que l'expression (H, G), 
connue sous le nom de parenthèse de Poisson, est rendue iden- 
tiquement nulle. 

Cette circonstance indique l'existence d'un système canonique 
d'équations complètement intégrables au moyen des seules qua- 
dratures, et dans lesquelles H et G jouent le même rôle que l'inté- 
grale des forces vives dans les équations de la Dynamique. 

Lorsqu'on connaît la moitié des intégrales d'un système cano- 
nique, l'intégration de ce système peut s'achever par diverses 
méthodes. La plus simple de ces méthodes, dans le cas donné, 
exige seulement la résolution algébrique de la seule équation 
(j,(z,z') = c, par rapport k z ou k z!^ el le calcul de l'intégrale 
Jz! dz ou Jzdz' d'une fonction d'une seule variable-, les autres 
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opérations consistent en des substitutions d'expressions complexes 
et en des difierentiations. 

£n même temps que Tintégration complète d'un système cano- 
nique, on obtient toujours, comme résultat parallèle, la solution 
d'une ou de plusieurs équations aux dérivées partielles. Dans le cas 
donné, ces équations sont H = a, G = i, où Ton peut prendre 
deux quelconques des quatre variables x^y^ ^\y pour variables 
indépendantes, et exprimer les deux autres au moyen des .dérivées 
pa.rtielles d'une seule fonction de ces variables indépendantes. 

Le problème exprimé par l'équation 

peut toujours se ramener au problème de l'intégration d'une 
équation aux dérivées partielles^ mais ce dernier problème exige la 
résolution préalable du premier. Toutefois, si l'on remplace les 
variables z etzf par les expressions complexes x -\-j i , od -^y i, 
on obtient deux équations aux difierentielles ordinaires entre quatre 
variables, formant un système incomplet d'équations simultanées 
cpiise réduit à un système de deux équations linéaires aux dérivées 
partielles. Relativement à ces dernières, on peut remarquer : 

1® Qu'au nombre des équations difTérentielles ordinaires qui leur 
correspondent n'est pas comprise l'équation donnée dzl zz=:f[z^z') dz ; 

3° Que les deux équations aux dérivées partielles forment un 
^ptkme jacobien ou système Jermé ; 

3® Que, si l'on connaît l'intégrale générale ç(z, ;:') = c, ou 
H-fGi = a -j- il de l'équation dzf z=y (2, z') dz^ alors une fonc- 
tion arbitraire de H et de G sera une solution du système fermé en 
question ; 

4* Si l'intégrale de l'équation dz! =f[z^z') dz est inconnue, il 
est théoriquement possible de l'obtenir au moyen de l'intégration 
du système jacobien en question, ce qui constitue finalement un 
problème d'ordre plus élevé, et alors sa solution ne peut servir 
a la réalisation du but principal qu'en vertu d'une condition 
particulière. 

Ces considérations, relatives à une seule équation diflërentielle, 
peuvent aisément s'étendre à un système de semblables équations. 

1 1. 
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SI- 

En faisant, dans le premier membre de l'équation (i\ r= j-i 
il vient 

avec les égalités 

âx âjr dy àx* 



(3) 



Si l'on fait ensuite s' = x -{-y i-, on a 

X=--X'-)-Y'i, Y = X''+Y'i, 

arec les égalités 

dX'_ ^ «^X' _ d\' 
'^' dxf ~ dy' dy ~ dx' 

'^' dy~ dx'' dx'~ dy' 

En même temps les équations (3) prennent la forme 

d\' dY^._dX^ dY^. ^ <?Y' ._ dX' âï' 
dx dx dy dy * dy dy dx as 

et elles se décomposent dans les suivantes : 



(6) 



dX' dX" dH' à\ 







» ~ir~ = ^ — > 



dx dy dy dx 

à^__dy^ d\^_ ^ 
^'' dy dx ^ dx dy 

Si Ton pose encore c=^a + bi^ l'équation (i) prend la fora 

H -h Gi = a -f- 6i , 

où l'on a 

(8) H=:X'-Y^ G = Y'-hX\ 

Il est maintenant aisé de remarquer que les dérivées part 
des fonctions H et G, tant par rapport à x et j* que par rapp 
x' ety\ sont assujetties à des conditions semblables à (3). En 
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les équations (8) donnent 

dn d\' âY" dG âY' dX" 



âx âx âx àx ày djr 

Or les seconds membres de ces équations sont égaux en vertu des 
équations (6) ^ par suite, 

'^^ âx^ dx' 

On tire de même de l'équation (8), en vertu de (7), 



(10) 

en vertu de (4), 

(") 

^t> en vertu de (5), 

(«al 



dH dG 

àf âx^ 

âx''^ ây' 

àE_âG 
dy "" dx'' 



De ces équations découle immédiatement une conséquence 
'^portante pour notre objet, et consistant en ce que l'expression 
**îflerentielle formée avec les dérivées partielles de H et de G, et 
connue sous le nom de parenthèse de Poisson, se réduit immé- 
^atement à zéro, si l'on prend pour couples de variables corres- 
pondantes soit X eiy^jr et x\ soit x ela/^y eiy. 

En effet, en multipliant l'équation (9) par Téquation (11) écrite 

sous la forme ^-^ := -r-y- et faisant passer tous les termes dans le 
premier membre, il vient 

dEdG_mdG_ 
dx dy dx' df 

On tire de même des équations (10) et (12) 

d« ^ dVL dQ _ 
dy dx dy dx' ~" 
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En ajoutant les deux dernières équations, on aura 

Ox dy dy' dx dy dx' dx' ôy * 

égalité dont le premier membre est une parenthèse de Poisson, où 
Ton a fait correspondre les variables x el y\y et af\ nous repré- 
senterons diaprés cela cette égalité d'une manière abrégée par 

(i3) (H,G;:.^o. 

On trouve absolument de la même manière, en vertu des équa- 
tions (9) et (12), 

du dG dH dG 

dx dx' ' ây ôy ' 

et, en vertu des équations (10) et (11), 

dx' dx dy dy ' 

et, en soustrayant la dernière équation de la précédente, on obtient 
l'égalité 

mdc^^màG mdQdnàG_ 

dx dx' dx' dx dy dy dy dy '~ * 

dont le premier membre est encore une parenthèse de Poisson, où 
Ton a fait correspondre les variables x et x\y el y. Nous repré- 
senterons cette égalité, pour la distinguer de (i3), par 

(i4) [H,G]r=o. 

§11. 

En conservant la double notation pour les parenthèses de Pois- 
son, établie dans le § I, formons les équations 

(H,^]r^o, [H,x]==o, (a),G)=o, [nT,G]=o, 

linéaires par rapport aux dérivées partielles des fonctions incon- 
nues ^^ ;^, 0), cj de x, y, x^jr'. 

Ayant écril les systèmes d'équations difTérentielIes ordinaires 
correspondants à ces équations et auxquels se ramène leur intégra- 
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lion, il est facile de se convaincre, en vertu des équations (9), (10) 
[11), (i^)'i que Ie$ systèmes appartenant aux équations (H, ^) = o, 
ït [ct. G] = 6, et ceux qui appartiennent anx équations [H, ;^] = o 
3t (ci>, G) =0, sont parfaitement identiques. 

Diaprés cela, si Ton veut intégrer les équations précédentes, il 
suffira de considérer seulement deux de ces équations, différentes 
3ntre elles, par exemple 

(H, 4;) = o, et [(ù,G)==o. 

Mlais la première de ces deux équations peut aussi s'écrire sous 
la forme (tji, H) = o, et il suffit évidemment de considérer la marche 
de l'intégration d'une seule de ces équations; tout ce que l'on 
trouvera pour celle-là pourra s'appliquer à l'équation (w, G) = o, 
en y changeant H en G, et réciproquement. 
A l'équation linéaire 

(+,H) = o 



correspond le système d'équations différentielles ordinaires 

fi5) 



dx dy djc* dy 

dy' ôx' ày ôx 

Une intégrale de ce système est évidenunent H = a, et l'on 
démontre, au moyen de (i3), qu'il admet aussi l'intégrale G = i. 
Enfin la dernière intégrale, qui complète la solution, peut toujours 
s'obtenir par l'emploi de la théorie du multiplicateur généralisée 
par Jacobi, en se fondant sur le théorème suivant (^ ) : 

Etant donné un système d'équations différentielles 

dx : dxx : dx,: ., ,: dx^ = X : X, : X, : ... : X„, 

îi l'on connaît n — i de ses intégrales 

fi = «2» ft^=-Cf.^^ • • • » /n ^^ ^ny 

jt aussi la solution M de l'équation différentielle 

«rflogM <)X (^X. d\. 

a) X — 3 h 3 h h ••• 4- - — = o, 

ax ôx oxx Oxn 



(•) ForUsungen uber DjnamiAf p. 112. 
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alors, en ramenani, au moyen de ces intégrales^ le système proposé 
à r équation différentielle 



G 



^ X dxx — Xi dlr = o 



entre les deux x^ariables x et Xf^ cette équation aura pour facteur 



d'intégration 

M 



V _ <?'i àf, df. 

^ dXt àXi OXm 



Il faut remarquer que le STStème (i5) est canonique; par suite. 
pour ce STStème, tous les termes de Tëquation (a), à rcxception 
<lu premier, se détruisent, quelle que soit Téquation du système ;^i5) 
que Ton ait prise pour (,3" ; par suite, M est ici une quantité con- 
stante^ et Ton pourra la supposer égale à Tunité. 

Pour Téquation (3\ ce qu'il j a de plus simple, c'est de prendra 
Téquation 



ou l'équation 



- dx dv = o. 



— dx — dy = o. 

Ox Or ' 



L'intégration de ces équations, à laide des facteurs d'intégralioi 

donnés par la formule [y) et pour M= i, se ramène aux quadra. 

turcs 

ôR , SE, 

— dx^^,dr 

= const.9 




dx' ây ây ox' 

Ox ây ' 

dx ây dy ôx 

Mais, avant de calculer ces quadratures, il faut, sous le signe/ ? 
éliminer de la première x' et > ', et de la seconde x et >', à l'aid*^ 
des équations H = rt et G = i. Cela exige, à ce qu'il semble, 1^ 
résolution de ces deux équations à deux inconnues; mais, ce^ 
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équations étant équivalentes à l'équation unique 

H-f- G« = a-+- 61, ou <f(zyz')=i Cy 

il suffira de tirer de cette dernière la valeur de zf ou celle de z, et, 
après avoir remplacé de nouveau z^ z^ et c par leurs expressions 
complexes, de décomposer le résultat en deux équations, pour 
obtenir les valeurs de j/,^' en x, j^, ou vice versa. 

H est évident que, pour tout autre choix de la dernière équation 
à intégrer du système (i 5), on n'éviterait pas la résolution algé- 
brique de deux équations H = a, G = & à deux inconnues. 

§in. 

On peut encore achever autrement l'intégration du système (i5 ). 
Introduisons dans ces équations une nouvelle variable £, en égalant 
sa différentielle à chacun des rapports (i5). Nous aurons de cette 
manière 



(16) 



dx 

dt ~ 




dx" 


â^ 


dt ~ 


àr' 



dt 


dx' 


dx' 

dt ~ 


dn 

dx 



^ous connaissons deux intégrales de ces équations, H et G, 
satisfaisant a l'identité 

(H,G) = o; 

par suite, en vertu d'un théorème de M. Liouville ( *), les exprès- 
sions difierentielles 

X'dx'hx'djTy et xdx*-\-xdy' 

deviennent des différentielles exactes, si l'on élimine x' cl y de la 
première, xetjr de la seconde, au moyen des équations H = a et 
^ ^^ i, ce qui, d'après le § H, n'exige que la résolution algébrique 
^*Une seule équation (f (z, z')=c. 

Mais, pour obtenir les intégrales des deux expressions diflëren- 
^^elles précédentes par une voie encore plus simple, supposons que 



(') Journal de 3Ituhématiques ^ t. XX, i855, p. iS;. 
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\f:% f^al^nu^ de z' et de r, tirées de Féquatioii 9 (^, z') = c, soient 

Multipliant la première par dz^ la leconde par ifs' et intégrant, on 
irtfute 

fz'dz :fl z,c dz = Z, fzdz'=fxz'.e]d:' = T, 

(ht p^rut maintenant démontrer que les quadratures cherchées 
f ydx-r'X'dx,=u, et fijdx''^xdy)=zv 

t^fiti If;» roelljcients de i dans les résultats de la substitution des 
«fxpresiiions complexes de z, z'j c dans les fonctions Z et Z'. En 

Z f(x'i-ix')[dx'hidr)^.f(x'dx-ydx)'hif(ydx-hx'dx\ 
// J[x six)'dx'-^idf].zf[xdx'^rdy]'^iS[rdx'-^xdy', 

Ayant trouvé une des fonctions li, i^, on aura, d'après le théorème 
In M. Ij'ouville que nous venons de citer, une troisième intégrale 
lu MyHtrmr (16) hous la forme de l'équation 



t)u dv 

,, =. - const., ou .V = const. 
00 00 



iWn iiitégrnlrA doivent être complètement identiques avec celle s% 
qu'on a obtrnurs au § II, ce qu'il sufldt de démontrer pourTun^j? 
irrllr», par rxmiph». pour la première. On a 






Mrtin» v\\ ron!«idôrnnt »r' et y^ comme des fonctions implicites Ac^ 
• il » tf» /»» dolorniîuiV* au moyeu dos équations H = aetG = ^'> 
i»l ililioivniiant 005 doruîoros partiellement par rapport à i, o*^ 
lion\o 

MX an 
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et en substituant ces valeurs, on trouve une expression de Tinté- 
grale 



du 
db~~ 


/» an . an . 

f aH dG an ao *^°"^**' 


J 


dx' dy a/ dx" 



parfaitement identique avec celle qu'on a obtenue au § II. 

L'introduction dans le système (i5) d'une nouvelle variable £, 
au moyen de sa différentielle, augmente d'une unité le nombre des 
intégrales des équations ainsi transformées^ cette nouvelle intégrale, 
la seule qui renferme t, s'exprimepar l'une ou l'autre des équations 

du dv 

-— rzr / -H COnSt., 3- = CODSl. — /, 

oa oa 

que l'on peut encore ramener à la forme suivante : 



-R 



I îày . dx' 
l + const. = I [-^dx + -y- 




''^'-'=M'''^'£'^h 




àG j , àG , , 
dy àx 

dx djr ày dx 

0^ l'on devra encore, avant d'intégrer, éliminer, sous le signe y, 
•^ et y dans la première formule, x el j dans la seconde, au 
n^oyen de l'équation H -f- G i = a -h i i . 

S IV. 

L'avantage que présente la méthode d'intégration exposée au 
b m sur celle du §11 consiste en ce que, en intégrant le système (16), 
<>ii résout en même temps un autre problème de Calcul intégral, 11 
^st clair, en effet, que la solution commune des deux équations aux 
dérivées partielles H = a et G = i, ainsi que l'intégrale complète 
de chacune d'elles en particulier, sera 

a-+-consl., ou c-+- const., 
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en ayant soin, si l'on prend pour variables indépendantes x eij^ 

1 f du , du . . |, j 

de poser y = —, or =.- -r- ? ou vice versa, si 1 on prend pour 

variables indépendantes a/ et j/, de poser j^ = -pr' ^ = 3~/ ' 

Mais, dans les équations H =: a et G = &, on peut aussi prendre 
pour variables indépendantes deux quelconques des quatre variables 
x, j^, j/, y^ en exprimant en même temps, de la manière connue, 
les deux autres variables au moyen des dérivées partielles du 
premier ordre d'une seule et même fonction, prises par rapport k 
ces variables indépendantes. Cette fonction inconnue peut toujours 
s'obtenir au moyen d'une quadrature, et, celle-ci étant complétée 
par la simple addition d'une constante arbitraire, on aura la solu- 
tion commune des deux équations simultanées H = a et G = &, et. 
l'intégrale complète de chacune d'elles en particulier. 

Les diverses combinaisons deux à deux des quatre variables 
a:, j^, a/, j^ présentent six cas, dont deux ont été déjà considérés^ 
de sorte qu'il reste les quatre cas suivants : 

i^ En prenant pour variables indépendantes x et a/, on pour 
poser 

âP .___^ 

En effet, si, dans les équations H = a et G = i, on regarde y 
y comme des fonctions de x et a/, on trouve 

dH^_dHdG dH dG ôE ôG 

ôx dx dy dx dx df __ djr dx' dx' dr 

di""^ dHdG^^dRdG' ds? ~~ ~ dE dG _ dE dG' 

djr dy' df dy dy dy dy dy 

et l'on en tire, en vertu de l'égalité (i3), 

dr ■ dy _ (H,G) 

dx'^ dx' ~^ dH dG _ ^ d|G ~" ' 

dy'dy 'dy'dy 
par conséquent, 

.„ dP , dP , , , , 

^^^Tx^'^^-^^^^'-^'-r'd'-^rdx^ 

et 

^=f[—ydx-\-ydx') -+- const. 
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2** En prenant pour variables indépendantes x et j^, on pourra 
poser 

Si Ton considère maintenant, dans les équations H = a et G = &, 
j/ et j comme des fonctions de x et^, il vient 

^^ — ^^ ^H dG dH dG 

dr dj? dj:' d^c' d:r dx' dy dy' df dy 

d^ ^ "" dJTdG dH dG' ^ "" "" dH dG dH dG' 

d/ dx' dx' dy "dy âx' ôx* dy 

d où Ton tire, en vertu de l'égalité (14)9 

ôr dx' _ [H, G] _ 

dx d/ "~ dH dG dH dG""^' 

ôy ôx' dx' dy 
par conséquent, 

dQ=^dx-h^dy = x'dx-hydy, 

et 

Q=f(x'dX'hydy^) -+- consl. 

3® Quand on prend pour variables indépendantes j^ et j^, il faut 
^ors poser, pareillement à ce qu'on a fait dans le cas i®, 

dR , dR 

j:=-r-T> X= — -r— • 

d/ dy 

^tx effet, on trouve, absolument de la même manière que dans le 

dx dx' _ (H, G) __ 

ày'^dy'~ dH dG dH dG "" ^' 

dx dx' dx' dx 

^t partant 

R =f{x dy — x' dy) 4- const. 

4^ Enfin, le cas où Ton prend pour variables indépendantes y 
^t 3cf est semblable au cas a^ ; on posera alors 

_ dS r__^. 

dx' ' ^ dy' 
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Comme on tîre des équations H =r a, G = i, 

dx df _ __ IH,G1 

dy àx ôVL dG dVÏd^^ ~ ^^ 

dx dy ôy di 
on a, par suite, 

^=f[xdx''^ydx) -f. consu 

Les fonctions P, Q, R, S ont, par rapport au système canonique 
du §111, la même importance que les fonctions u et 1/5 c'est- 
à-dirc que, au moyen des dérivées partielles de chacune de ces 
quatre fonctions par rapport aux constantes arbitraires a et b on 
•peut exprimer les deux intégrales qui constituent, avec H = a el 
G = i, le système complet des intégrales des équations canoniques 
considérées (16). 



'« ' 



Pour se convaincre que cette propriété appartient, par exemple, 
à la fonction P, en désignant a ou i par a, prenons la dérivée par- 

tielle — : substituons-y H à la place de a et G à la place de b 5 enfin, 

prenons la dérivée totale par rapport à i du résultat de la substitu- 
tion \ ce qui donne 

d ^ 

ôx __ <)»P rfr d^P dx' d^P rfH à^V d{^ 

dt ~^ ôoLdx dt àoLÔx' dt ôxôHdt ^ ôacôG dT' 

Or, H et G sont des intégrales, et par suite -r- = et — = o. 
De plus, 



donc 



EnGii 



par conséquent 



dP dP _ 

ôx ~ ^' dx' ~ -^^ 



d'P _ dy d^P _dy 
dx dx dx dx dx' "" dx 

dx_dH dx' _ dU 
dt "~ dy ' dt ~~ d/ ' 



dt 



_ _ /dH d/ ^ dH àr\ 
"~ \dy dx dy dx) 
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L'expression eatre parenthèses dans le second membre de la 
seconde égalité représente le résultat de la dilTérentiation par- 
tielle, par rapport à a, de la première des deux équations H = a et 
G = i, dans laquelle on a substitué à j^ et k y' leurs valeurs tirées 

de ces équations. Par suite, si a= i, on a rf. ^ = 05 si 0L=a^ 

alors rf. -r— = — dt. 
oa 

En intégrant, on tire de là les deux intégrales cherchées du 

système canonique, 

dV dV 

•TT = consl., et ^- = const. — /. 

00 aa 

Le même mode de démonstration s'appliquerait exactement aux 
fondions Q, R, S. 

Nous ferons encore la remarque suivante. Dans le § III, nous 
avons trouvé les formules 

Zz=zjz'dz, T=Szdz\ 

où les valeurs de z et de -2/ étaient tirées de l'équation (j>(2, z') = c^ 
en y substituant les expressions complexes de z, J^ c, et posant 

uz= /[ydx-^-x dy), v^f[ydx'-¥-zdy), 
u,= f{x'dx—fdjr], v, = f{xdx'—xdx'], 

^ojis aurons 

Z = M, -h M / , Z' = i', -h c /. 

l^s fonctions Ui et i^i jouissent, relativement au système cano- 
nique considéré (16), de la même propriété que les fonctions u, ^/, 
^5 Q, R, S; en sorte que, connaissant les deux intégrales H ==«, 
^ = i de ce système, on peut obtenir les deux intégrales restantes 
^u moyen, par exemple, de la fonction Wi, sous la forme des équa- 
Uons 

dut dui 

-T- = const.y et -rr = const. — /. 

da do 

^1 est superflu d'en donner la démonstration, qui se ferait pai- 
^ calcul presque littéralement identique à celui que nous avons 
^onné pour la fonction P. 
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Ajoutons à cela que, en considérant, dans les équations H = a 

et G = &, X ely comme les variables indépendantes, et posant 

I an , dux 
jc == -p? j = r— I on trouvera que u^ -f- const. représentera 

l'intégrale complète de chacune des deux équations précédentes aux 
dérivées partielles, et la solution commune de leur système. 

Nous avons vu que u, v^ Uf, ^i s'obtiennent au moyen des inté- 
grales Tj^= fz' dz et TJ =^fzdz' de fonctions d'une seule variable, 
tandis que la détermination de P, Q, R, S exige le calcul de qua- 
dratures dépendant de deux variables. En conséquence, il n'est pas 
inutile de remarquer que le calcul de ces dernières fonctions se 
ramène au calcul des premières, en vertu des formules suivantes, 
faciles à vérifier : 

rfP — rfi; ^-^d[xf], d? -^du =d{x'x). 

dQ-hdvt^ dixx"), dQ — dux = d(yy'), 

dK'-dv =— rf(x'j), rfR-+-rfa =d[xx'), 

dS-'dvt=^ d[yj']y d% -¥ dux=d[xx'), 

d'où l'on tire, par l'intégration, 

V '.j= V ~- xjr' = x' y — u^ 

R = v — X* y = xy' — u^ 
S == Vi -f- yy* = XX* — tt,, 

en omettant, pour plus de simplicité, les constantes arbitraires. 



Prenons maintenant une équation différentielle de la forn^^ 
générale 

Remplaçons les variables z, t! par leurs expressions complex-^ 
X •^yî'i ^-r-y'h c^ T^ ^onne 



ÔY 


dX dY 


dX 


dY 


dx' 


dx" dy' 


ày 


dx' 
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en désignant par X, Y des fonctions de x, /, -a:', j^', assujetties 
nécessairement (§1) aux conditions 

^ ' dx ^ dy^ djr ~" 

L'é(piation différentielle précédente prendra la forme 
dx'-^ idy=.y^dx-'Ydy-^i[Ydx'^yidr], 

et se décomposera dans les deux suivantes : 

dx'=^Xdx — Ydx, dy = Ydx-\-yidx. 

Ces équations forment un système incomplet d'équations diffé- 
rentielles, dont l'intégration peut se ramener à l'intégration d'é- 
quations linéaires simultanées aux dérivées partielles du premier 
ordre. Une équation de la forme 

U = const., 

où U est une fonction de x, j^, x\ j\ sera une équation intégrale 
relativemient aux équation» précédentes, et la fonction U en sera 
une intégrale, si sa différentielle totale s'annule identiquement en 
vertu de ces mêmes équations. Or on a 

*^^ après la substitution des valeurs de djif et de dy' tirées des équa- 
tions données, il vient 

^, fdV ^dU „dU\. fdV ^dV ^ dV\ , 

'^=[di-^^à^^^dy}'^'^[dp-^d^-^^dyr^ 

^^ voit par là que, dx et dy étant arbitraires, on aura 

rfU = o, 

^* U satisfait aux deux équations simultanées 

au ^dV Y^_Q 

ôx ôx' ôy ' 

au „ au ^ au 

ôy ôx' ôy 

^«//. des Sciences mathém. et ascron., t. XI. (Octobre 1876.)] '^ 
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II est facile de s'assurer que ces deux équations forment ce qu' 
appelle un système jacobien ou système fermé, jouissant, 
on sait, de cette propriété que toute intégrale de l'une d'elles da i^tb^s 
le résultat de la substitution dans le premier membre de l'au^is^c 
donne une intégrale de la première équation. 

Pour le faire voir, introduisons les symboles Â et B pour désigi^. <^r 
respectivement les opérations 

ôx àx' ôy^' ôy dx' dy' 



de sorte que les équations données seront représentées par 

A(U) = o, B(U)=.o; 

il suffira de démontrer l'identité symbolique de l'égalité 

B[A(U)] = A[B{U)]. 

pour une valeur arbitraire de la fonction U. Mais pour cela il fîa**^ 
et il suffit que les conditions 

B(X) = A(-Y). B(¥) = A(X) 

soient satisfaites. En introduisant de nouveau, à la place des syxJt*" 
boles Â et 6, leurs valeurs, ces conditions prennent la forme 



d\ d\ 



fd\ dY\ [d\ dY\ _ 



ôy dx 

ày àx \ôy dx'} \dx^ Oy* ) 



et, en vertu des conditions (c) auxquelles sont assujettis X et ^^ 
il est clair que les dernières conditions sont aussi remplies. 

L'équation A(V) = o a pour intégrale j^, et soit a une autre ^^ 
ses intégrales, différente de^*, a ne sera pas exprimable au moy^^ 
de y seul. 

En faisant successivement V = J, «, dans l'expression B(V), oi* 
trouvera 

B(r) = i, B(«) = p. 

Si |3 =: o, a sera alors la solution commune cherchée des équalion» 
A(V) = octB(V) —.0. 
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Si /3 s'exprime au moyen des seules quantités j- et a, de sorte que 
= f (^, a), en supposant alors que 

V=:FCr,«) 

>it la solution commune cherchée, on voit que la fonction F devra 
itisfaire à la condition 

^elle-ci conduit à Tintégration de l'équation 
dx __ da 



> f(r»«) 



9 OU {[y-y a]dy— dx=:Oy 



t il est clair que l'intégrale de celle-ci s'obtiendra immédiatement 
1 moyen des quadratures, si j3 s'exprime au moyen de y seul 
ns or, ou au moyen de a seul sans y^ ou cnGn se réduit à une 
Jeur constante quelconque. 

Si (3 ne peut s'exprimer au moyen des seules variables j^ et a, 
>rs, en posant V = (3 dans l'expression B(V), il viendra 

B(P) = y. 

est clair que |3 sera la solution commune cherchée, si y = o ^ 
f^s le cas contraire, y sera une constante, ou devra nécessaire - 
•nt s'exprimer au moyen àey^ a et j3 seulement. En effet, si y ne 
^primait pas enj^,a,(3,onaurait alors, outre ces trois intégrales, 
G quatrième intégrale, distincte des précédentes, de l'équation 
▼ ) = o, ou ce qui revient au même, du système des équations 

dx dy dx' dy' 

tdifl que ces dernières ne peuvent admettre que trois intégrales 

^ixictes. 

^nsî, si 7 = f(Xî*î|3)î ^^ supposant alors que la solution 

^tnune cherchée soit 

v = F(r,«,.s), 

17.. 
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on parviendra à la condition nécessaire 

conduisant à l'intégration du système d'équations 

dr __da _ rfp 

lequel se ramène à son tour à l'équation difierentielle du second 

ordre 

d'à J da\ 

I 

La connaissance de l'une des deux intégrales premières de cette 
équation suffit pour la détermination de la solution commune des 
équations A(V) =r o et B(V) = o. 

Il est évident que, si l'expression de y est indépendante d'une ou 
(le deux ou de trois des variables j^, a, |3, il en résultera dans l'in- 
tégration de l'équation précédente une plus ou moins grande sim- 
plification. 

La résolution des équations A(U) = o, B(U) = o se fera immé- 
diatement, si l'on a trouvé préalablement l'intégrale générale . 

<p(z, z') = c 
(le Téquation difTérentielle 

Dans ce cas, on aura l'égalité 

do , ^/ ,. do 

létx iHMuplaf aut z et z' par leurs expressions complexes, il viendra 

iwvv los iHmdîtîons (c) pour X et Y, et les conditions (9)à (ï^) 
pour II et G. 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. i8i 

En vertu de ces dernières, on a 

^ —A-in-^G') — — cJG ._dH __^ ._ aG ôG. 
dz ôx^ ' dx dx dx djr dy ôx ' 

à^__ à_ c') — — àG^'__àR_^ffA._dG^ dG . 

dz' ^ dx'^ '^ ^^ ~^ dx' '^ dx''""dJ' d/'^d/"^ dx'^' 

Par conséquent, l'équation précédente, exprimée à Taîdc des déri- 
vées partielles de (f , peut s'exprimer à l'aide des dérivées partielles 
de H seul ou de G seul. En substituant également les expressions 
complexes dansy(z,-2/), on trouvera ainsi les deux égalités 

A(H)-/B(H)==o, B(G)-hiA(G)=o, 

lesquelles se décomposent dans les quatre suivantes : 

A(H) = o, B(H) = o, B(G)=o, A(G)z=o; 

ce qui démontre que les équations linéaires A (U) =^ o et B(U) =? o, 
étant satisfaites par les valeurs H et G de U, le seront aussi par la 
valeur U = Il (H, G), Il désignant une fonction arbitraire. 

La question de savoir à quelles conditions la solution commune U 
des deux équations A(U)=o, B(tl) =o peut représenter une des 
parties composantes de l'intégrale inconnue (p(z, z') = H-f-Gi, 
peut se résoudre de la manière suivante. 

Si, par exemple, U = H, il devra exister une fonction V, repré- 
sentant la seconde composante G de l'intégrale (f , de sorte que l'on 
devra avoir V = G. Il s'ensuit de là que 

dM dV dM d\ dM d\ ôM d\ 






dx dy ôy dx dx' dy dy dx' 

Mais on a 

et, en vertu des égalités précédentes, il viendra 
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par conséquent, V se déterminera au moyen de la fonction connue U 
par une quadrature, si les conditions d'intégrabilité 

soûl satisfaites. 
Or des équations 

en ayant égard aux conditions (c), on tire sans peine les égalités 
suivantes : 

aB(U) dh(V)_ 

lesquelles démontrent que, si Tune des quatre quantités a, P,/, 
â s'annule, il eu sera de même aussi des trois autres. 

Par conséquent, si la solution commune U des deux équatiot^^ 
A(U) ~ o, B[U) = o satisfait à Tune des quatre conditions 

a =r o, j3 = o, y ~ o, d = o, 

on pourra alors, par son moyen, calculer l'intégrale générale 

?(z,z') =c 
de l'équation 

dz' -, , 

En introduisant les expressions complexes des variables dans 
système d'équations différentielles, il est facile d'obtenir des tram- 
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formations et des conséquences semblables aux précédentes^ mais 
nous ne les développerons pas, parce qu'elles sont des applications 
particulières des §§ I-IV. Une de ces applications, qui s'était pré- 
sentée à moi avant le problème général, a été communiquée par 
ismoi a la rédaction du Journal de la Société Mathématique de 
3doscou, au commencement de cette année. 

* 

Kharkof, 1876. 



SUR LE PLAH OSCDLiTBDR AUX CUBIQUES GAUCHES; 

Pae m. Jules TANNERY. 

Dans une thèse récemment soutenue devant la Faculté des 
Sciences de Paris, M. Appell a étudié, après M. Cliasles, un système 
de pôles et de plans polaires relatif aux cubiques gauches. Le 
travail de M. Appell est fondé sur la considération d'une relation 
involutivc entre trois valeurs de la variable au moyen de laquelle 
peuvent être exprimées les coordonnées d'un point quelconque de 
'a courbe : Tauteur parvient ainsi, d'une façon très-élégante, et 
presque sans calculs, à la série de propositions qu'il avait en vue. 
l' était aisé de prévoir, après la lecture de sa thèse, que l'équation 
ttït'niedu plan osculateur devait naturellement conduire à la même 
série de propositions-, c'est, en effet, ce queje vais montrer, d'autant 
^ on parvient ainsi à quelques vérités nouvelles. 

Je ferai d'abord les remarques suivantes : si 

sont les équations d'une courbe unicursalc quelconque, P, Pi, P,, 
M étant des polynômes entiers, homogènes, du degré n en i, 5, la 
^ngente au point (f, s) joindra les deux points dont les coordonnées 

sont 

d'une part, et 

ap dP. ^, dp; 

di' di' d/' dtl 
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de l'autre *, ou, si l'on veut, les deux points dont les coordonnées 
sont 



d? dP, dP, dP, 



ôt 



di ' ôt 



ôt 



d'une part, et 



aP dP. ÔV, âPy 
ôs ôs ôs ôs 



de l'autre. Le plan osculateur au même point passera par les l 
points dont les coordonnées sont respectivement 



is 



p, 


P., 


P., 


Pa; 


dP 


dP, 
d/' 


dP, 
d*' 


dp,. 

d/- 


d'P 


d'P, 


d'P, 


d'P, 



ôv 



ôt' 



ÔV 



ÔV 



ou, si l'on veut, par les trois points dont les coordonnées s 
respectivement 



d'P 
-ôF' 

a^p 

Otôs^ 

d»P 

ôs'' 



d^P, d'P, 



ÔV 

d^P, 
ôtôs' 

d^P, 
ôs^ ' 



dr 



d'P3 , 

ôt' ' 



d'P, d'P, 



d/d5 

d'P, 

d5' ' 



d/di' 

d'P, 

ôs^ 



Cela posé, si l'on a affaire à une cubique gauche, on prendra 



(0 



P: 
P.: 
P,: 
P, 



a<' -t- 3 bVs ■+■ 3 c/«' -f- ds' , 
a't* + 3 6'/'j -t- 3 (//i' -H tfs', 
a"r + 36"/'4-l-3c''/f'4-rfV, 
a"/» -H 36"'<'* -+- 3c" is' -f- rfV; 



et l'équation du plan osculateur au point {t, s) sera 



{'-) 



X at -h bs bt -^ es et -h ds 

Y a't-\-b's b't-\-ds c't-{-d's 

z a"t-\-b"s b"t^c"s cU-ï-dU 

u a'U-^b^s b"'t-¥-c'"s c^'t-^-d^s 



o. 
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! équation montre déjà que par un point quelconque de l'es- 

peut mener trois points osculateurs à la cubique ; les coor- 

i de ces trois points seront déterminées par les trois valeurs 

î l'on tirera de cette équation, en y regardant x, j^, z, ii 

données. 

: équation développée et ordonnée peut s'écrire 

Xs» — Yts' -f- Zrs — Vt' = o, 



Qt 



X = Ax -h A'^ -t- A^'z -4- A'*/i. 
Y — Bx -^By-hB^'z -f B'^u, 
Z = C^ 4- C> -f- Cz -h C"' w, 
U = D^ -î- D> 4- Wz -h D'^w, 

étant les mineurs relatifs à a, a', ... du déterminant 



a 



a' 



.'/ 



6 


c 


d 


b' 


& 


d' 


b" 


c' 


d- 


b" 


c" 


d' 



lation (3) peut aussi être considérée comme étant l'équation 
osculateur au point [t^ s), dans le système de coordonnées 

iques X, Y, Z, U : dans ce système, les équations de la 
gauche prennent la forme simple 

X = /», Y = Zt^s, 1 — Zts\ U = 5^; 



1 écrivant que l'équation ( 3 ) en - a deux racines égales, on 

5 

[•a l'équation de la surface développable du quatrième ordre 
cubique gauche est l'arête de rebroussement. 
lant à l'équation (a) du plan osculateur au point (t^s) de 
[ue et désignant par od^y* ^ z\ v! les coordonnées de ce point, 
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on la mettra successivement sôus les deux formes suivantes : 

X X* at -H 6* ht 4- Ci 

y y a't'\Vs b't-^-c's 

\ z z' art^h^'s h"l-^c"$ 



= o. 



X X 

r ï 



b 

b' 

z' b" 



c 

c' 

c 



» 



-f 



u w 



Jll 



.w 



ou, en remplaçant ii* -4- cis^ . 

5* et simplifiant le second déterminant, 



X x' a bt^ 4-C/5 

X y a' b't^-hc'ts 

z z' a" b"r-hc"ts 

u u' cT b'^r-^c'^ls 

x^ — at* — ds* 
. par 5 



= 0, 



35 



divisant par 



(6) 



X X 

r r 

z z 

u u 



J 


b 


c 




f 


b' 


d 


1 


1 


b" 


c" 


3 


t 


b" 


c- 





a 



X X 

r y, 

z z' a 



d 
a! rf' 
" d" 



u u' 



a 



m 



— O, 



Telle est Tëquation du plan osculateur au point x\ y' ^ z\ u' àc 
la cubique. Si x\ y\ z\ a' sont les coordonnées d*un point quel- 
conque de Tespace, on aperçoit de suite, en vertu de la symétrie 
par rapport à x, j^ z^ m, d'une part, x',j\ z', u\ de l'autre, que 
cette même équation représente le plan des trois points de contact 
des trois plans osculateurs à la cubique que l'on peut mener par le 
point x\y' ^ z\ u' : ce plan passe par ce dernier point, qui peut en 
être regardé comme le pôle. Au surplus, l'équation (6) se présente 
sous la forme de l'équation d'un complexe du premier ordre; <!<? 
là, la série des propositions établies par M. Appell. On mettra le- 
quation de ce complexe sous la forme habituelle 

Pi[x — x') -f-B(7 — /) 4-C(z-z') -4-A.(r2'-/z) 

H- B, ( zx' — z' x) -\- c, (^/ — x'y] = 0. 



en faisant 



B =3(6"c ~6c") —[a"d —ad"), 
C^-Z[bc' -^b'c) -{ad' -a'd); 

A,r=3(6c'" -cr; -[ad"' — rfcT), 
B,=:3{b' c""- c' b'') - [a' d" - d' a''). 
C, r= 3(6"c"- c'^b"'] - [a^'d"- d^oT). 
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Dans le système de coordonnées tétraédriques défini par les 
lations (4)^ l'équation de ce complexe ou du plan osculateur au 
nt X', Y', Z', U' de la cubique, ou encore Téquation du plan 
^Mre du point X', Y', Z', U' de Tespace, prendra la forme simple 

XU'-X'U-i(YZ'-Y'Z)=o. ■ 

>i Ton se reporte à l'équation (6) et si l'on désigne par A, B, 
D les points dont les coordonnées sont respectivement 



a. 


a\ 


a", 


a". 


b. 


b\ 


b". 


V, 


<■; 


c. 


c". 


cT, 


d. 


d'. 


d". 


d". 



aperçoit immédiatement que les deux droites AD d'une part, 
de l'autre sont deux droites conjuguées du complexe ; si, en effet, 
est le point dont les coordonnées sont x', j% z\ u', le premier 
enninant égalé à zéro représente le plan PBC^ le second, égalé 
même à zéro, le plan PAD : le plan représenté par l'équation (a), 
ivoir, si l'on veut, le plan polaire du point P, passe par l'inter- 
tîon de ces deux plans, ou par la droite menée par P qui ren- 
itre les deux droites AD, BC. Celle remarque conduira immé- 
temeut à l'identification d'un complexe tel que (a) avec un 
diplexe donné du premier ordre 5 si, en effet, AD, BC sont deux 
ites conjuguées de ce dernier, et si Ton désigne par les mêmes 
ations que ci-dessus les coordonnées des points A, B, C, D, on 
Dnnait de suite que l'équation du complexe donné devra être de la 
aie 



X 


x' 


b 


c 




X 


x' 


a 


d 


r 

z 


y 

z' 


h' 
b" 


d 
c" 


-t-X 


r 

z 


y 

z 


a' 
a" 


d' 
d" 


u 


u' 


b' 


c- 




u 


u' 


a" 


d" 



= 0, 



^nt une certaine constante, qui sera donnée avec le complexe \ 
st bien aisé de mettre cette dernière équation sous la forme (6), 
ie trouver par conséquent une cubique gauche, telle que le com- 
ïe du premier ordre qui s'en déduit comme il a été expliqué 
cédemment coïncide avec le complexe donné. 
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Observons encore que la droite AD est one corde de la cubiqae, 
qne AB est la tangente au point A, DC la tangente au point C, que 
ABC est le plan oscnlateur au point A et DBC le plan oscillateur 
au point D; qu'ainsi BC est Tintersection de ces deux plans oscu- 
lateurs : tout cela résulte immédiatement des remarques qui ont 
été faites au début. 

Enfin, les plans X = o, Y = o, Z = o, U = o sont respective- 
ment les plans BCD, ADC, ABD, ABC. 

Les points AD sont des points particuliers de la cubique corres- 
pondant respectivement aux valeurs particulières 5 = 0, f=:o; 
mais on les remplacera aisément par deux points quelconques de 
cette même courbe, en employant la substitution 

a^b^ ... seront remplacés par ^i, 6,, . . . , en faisant 



On remarquera d'abord, en passant, que, si l'on remplace a, hy 
par fli, il, . . . , dans les coefficients du complexe, ces coefficients 
se reproduiront, multipliés par le cube du déterminant ipi' — ^V^*" 
la substitution. Soient maintenant A^, Bf, Cj, Di les quatre points 
qui remplacent A, B, C, D et qui jouissent des mêmes propriétés; 
regardons momentanément X, ^f. comme fixes, X', ja.' comme varia- 
l)les. Le point Ai restera fixe et le point D| décrira la cubique; 1^ 
point B|, dont les coordonnées sont 

^a^ ^f dût , 



décrira la droite qui joint les deux points E, F dont les coordooxi*^* 
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sont respectivement 



dune part, et 






de l'autre. Cette droite EF est la tangente en Â|, les points £ et F 
sont les points où elle perce respectivement les plans ABC, 6CD, 
osculateurs en A et D ; ils décrivent dans ces deux plans, lorsque \^ 
varient, et que, par suite, Aj décrit la cubique, deux coniques (a), 
(i], tangentes la première à AB en A et à BC en C, la deuxième 
à BC en B et à CD en D : ces deux coniques sont les intersections 
des deux plans osculateurs ABC, BCO avec la surface développable 
dont la cubique est l'arête de rebroussement. 

Si on laisse encore X, ^ fixes et si Ton fait varier a', fx', le point Ci , 
dont les coordonnées sont 



iéail une conique (ai) située dans le plan des trois points P, Q, R, 
''OQt les coordonnées sont respectivement 
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pour le point P 5 



pour le point Q ; 






pour le point R. Ce plan PQR est le plan osculateur en Ailles 
points P, Q, R situés respectivement sur les droites AB, BC, CD 
sont, par suite, les points d'intersection de ces droites avec le plan 
osculateur^ en outre, les droites PQ, QR sont respectivement 
tangentes en E et F aux coniques (a) et (i) : lorsque,?, et fx venant 
à varier, le point Aj décrit la cubique, les points P, Q, R décri- 
vent respectivement sur les trois droites AB, BC, CD trois divisions 
homographiques : ainsi, un plan osculateur à une cubique gauche, 
en se mouvant autour de cette cubique, trace sur deux tangentes 
quelconques deux divisions homographiques ( ^}. En vertu des éqoa* 
tions qui la déterminent, la conique (aj) est tangente à PQ en P 
et à QR en R. En un point quelconque (X', [j!) de cette conique, 
la tangente joint les deux points dont les coordonnées sont 





* 






d'une pari, et 






d'à, d'à, 
df. du • du* ^' 

* » 




di.dji du» ^' 

• • 


•• . . . 


.•.. .•....•..•.. y 



V) C« lkéorè«« est dâ à II. Chasics ^Jomrmmi de Mmdkémmiifmes, i85;.) 
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de l'autre ; les coordonaées du point Bi pouvant s'écrire 

/ô^ût^, , d'ût A. , /()'«. ., , d'à, A 



On voit que Bi est sur la tangente en Ci ] enfin, en faisant ï! = X, 
u' = p, on voit que la conique («j) passe en Ai et qu'elle est tan- 
gente en ce point à la tangente AiBi à la cubique : au reste, tous 
ces résultats se coordonnent enremarquantque, d'après sa définition 
même, la conique (ai) est l'intersection du plan osculateur en Aj 
â la cubique et de la développable du quatrième ordre circonscrite 
à cette cubique. Sur ce plan, la conique (ex 1) est tracée par une 
tangente DiCi à la cubique quand le point de contact Di décrit 
cette cubique, et enveloppée par l'intersection BiCi du plan oscu- 
lateur en Di . 

De ce qu'elle est tangente en Ai à la droite AiBi ou EF, et aux 
points P, R aux droites PQ et QR, on conclut que le point Ai est 
conjugué harmonique, par rapport aux points E, F du point d'in- 
^rsection des droites EF et PR : de là on peut déduire la construc- 
^on point par point d'une cubique gauche et aussi la construction 
en un point quelconque du plan osculateur et delà tangente. 

Étant donnés quatre points A, B,C, D^ unepremière conique (a) 
Hiuée dans le plan 'ABC, tangente à AB en A, à BC en C*, une 
deuxième conique (d), située dans le plan BCD, tangente à CD en D 
^t à BC enB^ il existe une cubique gauche tangente à AB en A, à 
CD en D, admettant comme plans osculateurs en A etD les plans 
A.BC, BCD, telle enfin que la surface développable qui lui est cîr- 
^nscrite passe par les coniques (a) et ( J). 

D'un point quelconque Q situé sur la tangente commune BC aux 
^eux coniques (a) et ( J), menons à ces deux coniques les secondes 
^^Hgentes QE, QF qui rencontrent respectivement les droites 
AB, CD en P et R : le plan QEF sera un plan tangent à la surface 
développable circonscrite ( ou un plan osculateur à la cubique), la 
droite EF sera une génératrice de la surface développable (ou une 
^ngente à la cubique), enfin le point conjugué harmonique par 
**^pport aux points E, F du poiut d'intersection de EF et de QR 
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sera unpointde la cubique, où EF sera la tangente et le plan QEF 
sera le plan osculateur. 

Si a, a', a'', d"^^ i, h\ V ^ V"\. . . sont les coordonnées des points 
A, B, C, D, les équations de la cubique seront de la forme 



X et /i étant deux constantes qui dépendent des coniques {^)y[i\ 



»04 
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REVUE BIBLIOGRAPHIQUE. 

WINCRLER (A.). — I. Intégration versghiedener Differentialgleighungen 
ZWEITEB Ordncng. (Stizungsben'ckte der K. Akademie der Wissenschaften 
zu Wien^ 23 juillet 1874.) 

- II. Intégration zweier unearen Differentulgleichungen. {Tbid,y 7 jan- 
vier 1875.) 

I. Dans le premier Mémoire, l'auteur traite des équations li- 
néaires et des équations plus générales du second ordre, telles, par 
exemple, que les équations de la forme 

p^ q^ r désignant des fonctions de x. Pour les équations linéaires, 
l'intégration complète s'obtient au moyen d'intégrales indéfinies, 

dans le cas où les coefficients de j^ -7— et -7-^ satisfont à certaines 

relations. Le nombre considérable des résultats particuliers obtenus 
^st ordonné d'une manière très-claire, grâce à un mode spécial 
pour les formules, qui facilite l'usage de ce Recueil. 

n. Dans le second Mémoire, il est question de l'équation diflé- 
••entielle 

(H./'+2H./ + H,)^ + {K./+K,)^-i-L.r=o, 



<ians le cas particulier où le coefficient de --rj est le carré d'une 

expression linéaire. Dans cette hypothèse, l'équation est ramenée 
•^ la forme 

"^'S^ "^ f^ "*" '^ "^ * "^ '^^^ 5^ "^^ ''*-^= ""' 

<it ensuite, l'auteur, s'appuyant sur son Mémoire intitulé : Intégra- 
tion der Unearen Differenlialgleichungen zweiter Ordnung, 
der en Coefficienten lineare Functionen der unabhângigen Veràn- 

Bull, des Sciences mcuhém, et astron.j t. XI. (Novembre 1876.) l3 
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der lichen sind {Silzungsberichte, t. LXVU), intègre celte équa- 
tion au moyen des quadratures. Il attribue maintenant des valeurs 
complexes aux constantes et aux variables, et en déduit des résul- 
tats nouveaux. 

Enfin il ramène Téquation de Riccati, 

dz - , 

— — h oz^=zaaf*y 

ax 

par le procédé connu, à une équation linéaire du second ordre,, 
dont il obtient, dans tous les cas, l'intégrale générale par des qua> 
dratures simples, prises entre les limites o, i et 30 . Ed. W. 



REVUE DES PUBLICATIONS PÉRIODIQUES. 

MONTHLY NOTICES op the Royal ÂSTRONOMicia Society of London ('). 
T. XXXVI; novembre 1875 à juin 1876. 

KoTembre 181 S. 

Pritchaud (C). — L* Obseryfaloire de l' Univ^ersité d'Oxford, 
Nos lecteurs se rappellent qu'en novembre 1873 le Rev. Pritchard, 
professeur à TUniversité d'Oxford, annonçait à la Société Astrono- 
mique de Londres que la création à Oxford d'un Observatoire spé- 
cialement destiné aux études d'Astronomie physique avait été déci- 
dée par le Conseil de l'Université. Il apprend aujourd'hui que cet 
établissement est presque complètement achevé et donne quelques 
détails sur son installation. 

Son principal instrument est unéquatorial de Gmbh, de Dublin, 
à qui la construction du grand télescope de Melbourne a fait une 
réputation si justement méritée : l'objectifdecebel appareil a i2,25 
pouces (o"*,3i) d'ouverture libre et i4 pieds 8 pouces (4", 46) de 
foyer 5 ses qualités optiques sont, parait-il, excellentes, et M. Grubb 

(*) Voir Bulletin, t. XI, p. 149. 
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s'est, dit-on, surpassé dans la résolution des différents problèmes 
mécaniques que présentent rétablissement et la monture des diffé- 
rentes pièces d'un instrument de cette dimension. 

On aura une idée des difficultés que le constructeur avait à 
vaincre lorsqu'on saura qu'au lieu d'un seul chercheur, que portent 
dordinaire les équatoriaux, Téquatorial de l'Université d'Oxford 
porte, attachées à son tube, quatre lunettes, dont deux, de 4 pouces 
(o",io) d'ouverture, sont munies de micromètres comme des équa- 
toriaux, et dont les deux autres sont des chercheurs ordinaires 
de 2,3 pouces (o",o6) d'ouverture. Cet équatorial est placé sous le 
dôme occidental de l'édiflce. 

Le dôme oriental abrite un télescope donné à l'Université par 
M. Warren de la Rue. 

Les deux ailes sont reliées par un bâtiment central qui renferme 
un autre télescope de M. Warren de la Rue, monté altazimutale- 
inent avec de légers mouvements de part et d'autre du méridien, et 
un petit instrument des passages de 5 pieds (i",53) de foyer. 

Waruen de la Rue. — Efforts faits sur le continent pour le 
progrès des études d'astronomie physique. 

Depuis que l'affaiblissement de sa vue empêche cet illustre astro- 
nome de continuer ses beaux travaux, il ne néglige aucun moyen 
d'exciter chez les autres l'ardeur qui l'a si longtemps soutenu. 

De retour d'un assez long voyage sur le coiltinent, il entretient 
aujourd'hui les astronomes anglais du nouvel Observatoire que fait 
actuellement construire, près de Vienne, le gouvernement Impérial 
et Royal d'Autriche-Hongrie. 

Fondé en lySS parle P. Hell, l'Observatoire de Vienne avait été, 
en 1826 et 1827, reconstruit à la môme place par J.-J. v. Littrow, 
père du directeur actuel, et muni de tous les instruments que récla- 
inaient alors les exigences astronomiques ^ mais, depuis cette époque, 
les constructions s'étaient peu à peu multipliées à Tentour, et pro- 
^ssivement sa situation était devenue intolérable, car il est au- 
jourd'hui presqu'au centre de la ville de Vienne. 

Après de nombreuses démarches, le Directeur actuel, M. C. dv. 
Uttrow, réussit à faire accepter par le gouvernement le projet de 
transférer l'Observatoire aux environs de Vienne, dans une position 
plus avantageuse et plus profitable pour la Science. 

i3. 



9^ 1ZZJJEZZ3 llïi* fOOûdS 

A^air ôf ries ànôsr sir ^ Biiai. e£ T^asSase da nooTel Obser- 

nu^ aâiîjscaïc fie 7>JfcagrKHug^g» a nikMif et v w ii rr lcs obsenratoires 
viâi>-» ^ irrs*» c JLKSK&stPf «ei «f ^Mii ijf, amâ ipie les princi- 

A v.a r?*îiar. 3 sxc •itfôàé ^nf. cuui fc iA Mg ^rMt à œ qui esstait a 
: Ob»««^r^ 2£.:«>^ >iii2 Âf ^^«siâsQan. le prncipal instminent de 
2 Obf*^T^ ii.:€rr^ in ^iemmt «friÔE «b «^Bi&rcûi de 96 pouces (o*,66) 
f •c>r*'frtsrf- Le plza gr M t r ^ 'if rëbièli&sie^CBt en résuluit. 

Az, f.^ra^ir^ «m ià\*mt it 41 pôeiîs 11*. S5 de diamètre pour le 
rr «iL*i e»7S2 Vjci^ cciaa.^ftiê a IL B:^«rsfd Grabb, de Dublin, à Test 
^. ^ 1 «-.^ofrïî de» doGKS de di»eK»o«s iBocBilr» de&dnês à abriter 
I ::uï :3:ï ér73aîorul de ix procès c»*.5ij commandé à M. Al van 
Oari. <^ CamLridse^Port 34assjcltcs>:t5, Etats-Unis) : Tautrc un 
t^fl'i-vir^p^ devant servir axrc êcodes plioCc^Taphic{aes. Au nord de 
'^ \/'i\imffTiX prizKÎpal. dans Taxe dn dôme central, un quatrième 
'fôna^ rfirr>n^re une lunette installée dans le premier vertical. Si Ton 
^ jout^ a r.es appareils an certJe méridien dont Tobjectif aora 8 pouces 
',^. rio d'ouTertore. ainsi qne les instroments dont disposait l'ancien 
()\r*!^r\zVj\i^ et qui ont leurs places marquées dans le nouvel ëta- 
IXish^uïfml, on reconnaîtra sans peine que Tesprit si juste et si pra- 
lî'jue de M. Littrow a su, tout en se gardant de faire des dépenses 
fastueuM'^. mais souvent inutiles, créer un Observatoire où tout in- 
strument a sa fonction, et en même temps réaliser les conditions les 
;nc'jllcures pour le but qu*il est destiné à faire obtenir. 

Ktabli d*ailleurs dans un site admirablement cboisi, à 3 milles 
'^} kilomètres*^ environ du centre de Vienne, sur un plateau élevé 
(\(t 60 mètres environ au-dessus du niveau moyen de la ville, le 
iiouviîl Observatoire formera un immense bâtiment de 100 mètres 
rli; long du nord au sud et de yZ mètres de large dans le sens de l'est 
;i Touest, qui renfermera non-seulement tous les laboratoires néecs- 
«aires au service scientifique, mais aussi les logements de tous les 
(onf^tjonnaires de rétablissement. 

LiwDSAY (lord) etGiLL (D.). — Sur l'état des réductions de 
leurs oljscr^alions lors du passage de f^^énus. 

(Icltn iNole renferme surtout des détails sur les moyens employt'^ 
pour avoir une longitude parfaitement contrôlée. Un détail nous 
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frappe, c'est le nombre considérable de chronomètres emportés par 
Lord Undsay. Il avait avec lui cinquante chronomètres qui avaient 
été soigneusement étudiés avant le départ, et qui le furent au 
retour, au bel Observatoire chronomé trique de Liverpool. 

Quand donc aurons-nous en France un établissement du genre 
de celui qui, sous Thabile direction de M. Hartnup, rend de si 
grands services? 

Tennant (le Colonel). — Sur l'erreur des positions tabulaires 
de F^énus pendant le passage du 8 décembre 1874. 

H résulte des calculs du colonel Tennant que les corrections en 
ascension droite (iR) et en distance polaire nord (D. P. N) sont 
données dans les formules suivantes : 

iR9—iRO==-f-4",47— 0^,071 rfL- 0,989^/7:, 
D.P.N.9— D.P.N. = 4-2", 24 — o',oi7rfL — 2,629 rfTT, 

où L représente la longitude du lieu et tt la parallaxe solaire. 

Capello. — Sur ses anciens dessins du Soleil, 

M. Capello, directeur de l'Observatoire de Lisbonne, adresse à 
la Société une photographie d'un dessin allégorique publié à Rome 
en i635 par Scheiner et Kircher pour représenter le Soleil. «A la 
vue de ce dessin » , dit M. Warren de la Rue, « on serait presque tenté 
de croire que ces deux astronomes connaissaient déjà les protubé- 
rances solaires et la photosphère. » 

Davis (C.-H. ). — Dessins de Mars et de Jupiter faits av^ec l'é- 
quatorial de o", 66 de l' Observ^atoire Naval des Etats-Unis, 

Ces dessins ont été faits par M. Holden, T habile collaborateur 
de M. Newcomb et comme lui professeur à l'Observatoire Naval de 
Washington. 

Neisou (E.). — Catalogue d'un certain nombre de points de la 
surface lunaire déterminés micrométriquement. 

Quelle que soit, pour tous les problèmes que soulève l'Astrono- 
mie lunaire, l'importance d'une détermination exacte des positions 
relatives des points principaux de sa surface tout entière, peu 
d'astronomes s'étaient occupés de cette question, et par suite les 
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résultats de leurs travaux présentaient des lacunes assez consi- 
dérables. 

Lohrmann est le premier qui ait entrepris la cartographie exacte 
de la Lune: il fit i5o bonnes mesures, qui fixèrent les positions de 
ai de ses points principaux. 

Après lui, Mâdler flt sur le même sujet un travail remarquable 
qui est un véritable modèle et d'où datent réellement nos pre- 
mières connaissances d'ensemble sur la surface de notre satellite. 
Ces mesures, au nombre de 784 (*)î le conduisirent à la détermina- 
tion exacte de 85 nouveaux points de la surface lunaire et à la véri- 
fication de quelques-unes des positions données par Lohrmann ; de 
telle sorte qu'en 1882, io5 points principaux de la Lune avaient 
été déterminés, et leurs positions résultaient d'au moins 8 mesures. 
Depuis, sauf quelques déterminations isolées de Mâdler en vue de 
trouver le pôle nord de la Lune et de Bessel et Wichmann, afin d'ob- 
tenir la position de Mosting A^ aucun travail d'ensemble n'avait 
été entrepris. Cependant Bessel, Encke, Mâdler et le Conseil de 
l'Association Britannique en avaient signalé la nécessité. 

M. Neison vient do combler cette lacune, et, dans un travail qui 
Ta occupé pendant les années 1874 et 1875, il a mesuré les posi- 
tions de 35 points de la surface de la Lune, qui permettront d'obte- 
nir très- exactement et l'équateur lunaire et le premier méridien 
sél énographique . 

AiRY (G.-B. ). — Carte de l'orbite apparente de la planète Mat^s 
dans le ciel, du 25 juillet au 28 octobre 1877, et Catalogue des 
étoiles qui l^av^oisinent. 

Cette Carte et ce Catalogue ont pour but de faciliter les obser- 
vations que feront les astronomes lors de la prochaine opposition 
de Mars, en vue d'obtenir la valeur de la parallaxe solaire. Ce Cata- 
logue donne les positions pour 1877, j^ï^vier i, de 629 étoiles de 
grandeurs inférieures à la g®, tirées de Zonœ Regiomontanœ de 
Bessel et Weisse. 

AiRY (G.-B. ) . — Obsen^ations spectroscopiques faites à l'Obser- 
vatoire Royal de Greenwich. 



(*) Mâdler Ht en réalité 919 mesures; mais il en rejeta lui-même io4 comme en- 
tachées d'erreurs provenant de causes diverses. 
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Depuis le mois de juillet 1874? une division d'Astronomie phy- 
sique est établie à TObservatoire de Greenwîcli \ MM. Christie et 
Maunder sont chargés des observations qu'elle comporte. Ces obser- 
vations, que M. Airy communique à la Société Astronomique, sont 
donc les premières de ce genre qui aient été faites à Grcenwich. 

Elles s'étendent du 17 juillet 1874 au 3o août 1875, et donnent 
les mouvements propres des étoiles suivantes : 

Véga, Arcturus, Altaïr, a d'Andromède, la Chèvre, P du Cocher, 
Sirius, Procyon, Castor, Régulus, y de la Grande Ourse, y] de la 
Grande Ourse, a de la Couronne, a d'Ophiuchus, a du Cygne, 
a de Pégase. 

Ces astronomes ont fait aussi une étude complète des spectres de 
Mars, Aldébaran et S de la Vierge. 

AiRY (B. -G.) . — Obsen^ation de l'éclipsé de Soleil rfu 28- 29 sep- 
tembre iSyS , faite à V Obsen^atoire royal de Greenwich. 

En raison de la petite portion du disque solaire occultée par la 
Lune, cette éclipse ne pouvait servir à donner les corrections des 
diamètres du Soleil et de la Lune. Les observations faites avec le 
grand équatorial n'ont eu d'autre but que de fournir les corrections 
des positions tabulaires des deux astres. Elles sont les suivantes : 

En jR En D.P.N. 

Soleil. Lune. Soleil. Lune. 

-i-o%o69 — G*, 832 — o",23 —6", II 

Gledhill (J.). — Phénomènes des satellites de Jupiter, obsen^és 
à r Obsen^atoire de M. Crossley, 

Te:»najit (le Colonel ). — Sur l'éphéméride des étoiles circompo- 
litires de AI, Prilchard, 

Blackhouse (T.-W.). — Sur la lumière zodiacale, 

AauMis (A.-F.). — Obseri^ations de lumière zodiacale faites à 
Ciidix, 

Découverte de huit petites planètes. 
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Ces huit petites planètes sont les suivantes : 



méros. 


Auteur de la découTcrte. 


Obserratoire et date. 


© 


PerroUn, 


Toulouse, 21 septembre 1875 


© 


Walson, 


Ann-Arbor, 19 octobre 1875. 


© 


Pâli sa. 


Pola, I novembre 1875. 


© 


Paul Henry, 


Paris, 2 novembre 1875. 


© 


Pâli sa. 


Pola, 2 novembre 1875. 


© 


Prosper Henry, 


Paris, 4 novembre 1875. 


© 


Palisa, 


Pola, 8 novembre 1875. 


© 


Palisa, 


Pola, 22 novembre 1875. 


Décembre 1815. 





Perry (le P.). — Sur les photographies obtenues à Manille pen- 
dant le dernier passage de Vénus. 

Cette collection présente cette importance que quelques-unes des 
photographies, prises au moment où. la planète mordait sur le So- 
leil, montrent nettement la portion du disque de la planète alors 
située en dehors du Soleil^ cette portion y est notablement plus 
noire que le fond du ciel environnant. 

RiG AUD ( G . ) . — Sur les papiers posthumes du professeur Rigaud . 

Marth ( a .) . — Ephéméride destinée à donner les positions des 
satellites d*Uranus. 

HoLDEir (E.-S.). — Dessins de la nébuleuse annulaire de la 
Lyre, 

Ces dessins ont été faits au grand équatorial de o"*,66 de l'Ob- 
servatoire Naval de Washington. Ds diifèrent en général notable- 
ment de ceux qu'obtinrent autrefois Herschel, d'Arrest, Auwers 
et Schultz^ mais M. Holden attribue ces dilTérences, d'une part à la 
difficulté même d'avoir un dessin rigoureusement semblable à ce 
que l'on voit, et d'autre part à ce fait bien connu et contre lequel on 
ne se met pas toujours suffisamment en garde, a savoir que, dès que 
les lunettes employées ne sont pas optiquement parfaites, les images 
que donnent d'une même nébuleuse deux lunettes différentes doi- 
vent différer les unes des autres. 
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BuRTOw (C.-E.). — Sur la nébuleuse australe 3o [Bode) de la 
Dorade et sur celle qui entoure rj d'Argus, 

Prince (C.-L.). — Sur d'anciens dessins de Saturne. 
M. Prince envoie à la Société des observations et des dessins iné- 
dits de la planète Saturne, faits par Gassendi de i633 à i656. 

Ellery (L.-J.). — Résultats de quelques expériences faites av^ec 
le pendule parabolique d'Hujghens. 

Ces expériences ont été entreprises en vue d'obtenir un mouve- 
ment de rotation uniforme pour les cylindres d'enregistreurs. Elles 
ont parfaitement réussi, et M. Ellery s'occupe actuellement de 
chercher un moyen d'appliquer le môme mode de régulation aux 
mouvements d'horlogerie des équatoriaux. 

Janvier 1816. 

Wiw HECKE. — Observation de l'éclipsé de Soleil du 29 sep- 
tembre 1875, faite à l'Observatoire de V Université de Stras- 
bourg. 

Les observations ont été faites avec deux héliomctres de o™, 076 
d'ouverture et o"*, i5 de foyer. 

Air Y (G.-B.). — Sur l'état actuel des calculs de sa nouvelle 
théorie de la Lune, 

AiRY (G.-B.). — Occultations d'étoiles par la Lune et phéno- 
mènes des satellites de Jupiter observés à Greenwich pendant 
Vannée 1875. 

BuRNHAM (S.-W.) . — Sur les systèmes stellaires doubles S 1 156 
et £ ii63. 

D'après M. Burnham, il y aurait une erreur dans le Catalogue de 
Siruve, Mensurœ micrometricœ ; l'étoile double Zii56 existerait 
seule, et la principale étoile de ce système serait identique avec 
la i346 de la septième heure du Catalogue de Weisse. 

Tebbutt (J.). — Phénomènes des satellites de Jupiter observés 
à Windsor [New-South-Wales] . 

Orde Browhe (C). — Observations du passage de Vénus faites 
en Egypte par la mission anglaise. 

En général, le phénomène du contact n'a point apparu aux obser- 
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valeurs dans sa simplicité géométrique tliéorique ; mais, soit un liga- 
ment, soit des lignes semblables à des lignes d'interférences, Tout 
compliqué considérablement. Aussi les nombres donnés par les 
diilérents observateurs d'une même station diffèrent-ils beaucoup 
les uns des autres ; comme exemple, je citerai les nombres suivants 
obtenus à Suez : 

h m s 

M. Hunter 11.16.39,29 

M. Engleson. . . 11 .17. 10,87 

M. Hunter 11.18.57,29 

Webb (T.-W.). — Sur r étoile ^variable S d'Orion, 

La période de variabilité de cette étoile serait d'environ i4 mois. 

Plummeh (J.-J.). — Mouv^enienls propres de quelques étoiles. 

Les observations méridiennes ayant acquis depuis une quaran- 
taine d'années une précision bien supérieure à celles qu'elles avaient 
au commencement du siècle, il a paru convenable à M. Marth de 
déterminer les mouvements propres des étoiles les plus brillantes à 
l'aide d'observations récentes, au lieu de recourir, comme on l'avait 
fait pour le Britisli Association Catalogue, aux anciennes observa- 
tions de Bradley et de Piazzi. Le peu de temps qui sépare les époques 
des deux observations que Ton combine entre elles se trouve con- 
pensé par leur précision plus grande. De plus, rien ne prouve que, 
pendant le long intervalle de 1 20 ans qui nous sépare des observa- 
tions de Bradley, les mouvements propres soient restés constants en 
grandeur et en direction. 

Pour certaines étoiles, comme par exemple l'étoile 366 de Bradley, 
la différence du mouvement propre donné par M. Marth avec celui 
qu'avaient adopté les rédacteurs du £. A. C. s'élève à o*,o8. 

Chuistie (H. -M ). — Sur un nous^el oculaire solaire. 

Pour réduire l'intensité de la lumière solaire, on fait souvent réflé- 
chir la lumière sur un certain nombre de prismes successifs dont les 
faces réfléchissantes sont placées en avant de la lentille de champ; 
mais ce procédé nécessite l'emploi de grandes surfaces planes, et rend 
l'appareil oculaire dispendieux et encombrant. M. Christie obvie à 
cet inconvénient en plaçant les faces réfléchissantes entre la len- 
tille oculaire et l'œil ; tous les faisceaux lumineux passent alors par 
un petit cercle, l'anneau oculaire, qui n'est autre que l'image de 
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l'objectif donné par Toculaîre, de telle sorte que Ton n'a plus besoin 
que de surfaces réfléchissantes de dimensions très-restreintes. 

KjfOERE. — Découverte de la planète @. 

FéTrier 1816. 

Ce numéro a été analysé à part 

Han 1876. 

CARRiNGTOif . *— Sur les taches solaires. 

Le secrétaire de la Société Royale Astronomique annonce que la 
bibliothèque est en possession de tous les manuscrits et dessins de 
Carrington relatifs aux taches solaires, lord Lindsay lui ayant fait 
don de ceux qu'il possédait. Cette collection comprend : 

3 Volumes in-folio de dessins des taches solaires faits à une 
échelle telle que le Soleil y ait i a pouces (o™, i45) de diamètre; 

3 Volumes in-4° contenant les observations de position des 

taches *, 

7 Volumes în-4*' renfermant les réductions de ces observations; 

I Volume in-folio plein de dessins de groupes de taches pris de 

jour en jour, et faits les uns au-<iessus des autres sur la même page, 

de manière à montrer d'un seul coup d'œil l'histoire de chaque 

groupe et son mouvement en latitude et en longitude. 

Ces manuscrits ne sont d'ailleurs point les seuls que possède la 
Société relativement à ce sujet; leur liste complète est assez intéres- 
sante pour être reproduite. Elle est la suivante : 

Août. Mars. 

I Volume de dessins par Charles B. Adams 1819 . 1822 

3 M .. J.-W. Pasiorff 1819 i833 

^ ). » le Rev. T.J. Hussey 1826 1837 

^ '> » Mr. Lawson i83i i832 

' » » le capitaine C. Shea 1847 '^^ 

^ w )} le Rev. Temple-Chevalier. 1847 ^^49 

I^es dessins détachés du Soleil par sir J. Herschel.. . 1846 

La Société Royale Astronomique a donc dans sa bibliothèque l'his- 
^ire complète de la surface solaire depuis 18 19 jusqu'en 1866. Les 
observations de Carrington, ainsi que la belle série des observations 
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photographiques faites à Kew d'abord et continuées à Greenwicli, 
poursuivent cette histoire jusqu*à l'époque actuelle. 

RoYSTow-PicoTT. — Sur un oculaire destine à l'observation des 
passages des étoiles, 

M. Pîgolt remplace les fils derrière lesquels on observe les 
passages, par une lame de verre recouverte d'une mince couche 
d'argrnt, placée dans le plan focal, et où l'on a tracé une série de 
lignes très-fines; l'argenture est peu épaisse et permet d'apercevoir 
les étoiles d'une façon continue; mais celles-ci paraissent beaucoup 
plus brillantes quand elles traversent les lignes d(9nt nous venons 
de parler. Ce système ne saurait évidemment convenir pour l'ob- 
servation des astres de faible éclat. 

Zenger (V.). — Le Stereo-Micrometer. 

Comme son nom Tindiquc, ce micromètre est fondé sur le prin- 
cipe de la vision binoculaire. Il se compose de deux tubes à tirages, 
identiques et placés parallèlement à Taxe dcjla lunette. L'un sert à re- 
garder avec ses deux yeux l'image focale de l'étoile; l'autre vise sur 
un oculaire micrométrique formé d'une mince lame de mica divisée 
par des droites rectangulaires en carrés de jj ou jj de millimètre* 
de côté. 

Si Tune de ces droites est dirigée parallèlement à la direction dix 
mouvement diurne, et si l'on place en un point constant de ce ré- 
seau l'image focale d'une des étoiles d'un groupe, on lira, à la seule 
inspection de la position qu'occupera l'image de la seconde étoile, 
son angle de position et sa distance par rapport à la première. 

Cet instrument parait surtout pouvoir servir à l'observation des 
astres assez faibles pour disparaître dès que l'on éclaire le champ 
de la lunette ou du télescope employé. 

DuNKiN (E.). — Comparaison des obsen^ations récentes ^^ 
anciennes de V étoile B.A.C. 793; remarques sur la variabilité- 
supposée de son mouv^ement propre, 

M.PîazziSmyth, Astronome royal pour l'Ecosse, avait annoncé (j •> 
d'après ses observations, que le mouvement propre de cette élou^ 
était variable. Une conclusion semblable pour Sirius et Procyc>^ 



*) Monthly Notices, t. XXXV, p. 356. - Voir Bulletin, t. X, p. 56. 
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int conduit les astronomes à des conséquences importantes, il 
portait de reprendre à nouveau cette question, et de vérifier l'as- 
tion de M. Smytb, d'autant plus qu'elle se rapportait cette fois 
me étoile relativement faible. 

Une discussion complète, appuyée sur de nouvelles observations 
tes au Cap de Bonne-Espérance, a conduit M. Dunkin à une con- 
Lsion diamétralement opposée à celle de M. Piazzi Smyth. Il en 
»ulte que le mouvement propre de l'étoile B.A.C 793 n'a pas 
rie depuis le commencement du siècle. 

Stodte (E.-J.). — Sur la variabilité supposée du mouvement 
opre de l'étoile B.A.C. 793. 

M. Stone arrive à la même conclusion que M. Dunkin. 

Stoke (E.-J.). — Sur les mouvements propres des deux compo^ 
mies du système binaire a du Centaure. 

Ce système est, on le sait, formé d'une étoile de grandeur i, et 
'une autre de grandeur 2, 3. Les observations montrent que leur 
Qouvement propre n'est pas le même; si l'on suppose qu'elles sont 
m système physique, il convient de cbercber le mouvement propre 
le son centre de gravité; c'est ce que fait M. Stone, et il arrive aux 
•aleurs suivantes : 

Mouvement propre en ascension droite — o*, 476 

M )) )) déclinaison. — o",8o5 

PoGsoN (N.-R.). — Occultation des Pléiades obsen^ée à Ma- 
ff'as le 7 janv^ier 1876. 

Air Y (G.-B.). — Afesur es micrométriques des satellites de Sa- 
^rne faites à l' Obsersfatoire royal de Greenwich pendant l'an- 
eei875. 

Ces observations ont été faites avec le grand équatorial par 
^I. Christie, Maunder et Jenkins. 

Abney (W. de W.). — Sur la photographie de la partie la 
oins réfrangible du spectre, 

^ViTH (G.-H.). — Obsen^ations de la comète de Coggia. 

Ces observations ont été laites avec un télescope newtonien eu 
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Terre argenté, dont <hi (aisail Tarier rouYertiire de 8^,5 (o*,i76j 
à I2>*,25 (o",253). 

Afril 1S7S. 

Pesibosc TF.-C. . — «Sur un insirumeni destiné à la résolution 
des triangles sphérù/ues par un procédé mécaniéfue. 

De^i 31 uiG ( W . -F . ) . — Points radiants de queU/ues étoiles filantes 
et observation faite à Bristol de novembre 187 a à mars 1876. 

Stohe ' E.-J. ). — Sur le résultat le plus probable quon puisse 
déduire d'un nombre donné de déterminations directes ayant des 
poids assignés. 

Weib (T.-W.\ — Sur les deux satellites intérieurs d'Uranus. 

Sir John Herschel et raniiral Smyth ont fait passer pour ainsi 
dire à Tétat d*axiomes astronomiques que l'observation de ces dem 
satellites était Tune des plus difficiles de TAstrononiie et exigeait des 
instruments d^une grande puissance. 

D'après M. Webb, il n*en serait pourtant rien et la plupart même 
des amateurs d'Astronomie pourraient observer ces deux satellites. 
11 cite à Tappui de son dire douze observations faites à Belfast par 
M. Isaac William Ward avec un objectif de Wray de 4^î3 (o",o9; 
d'ouverture. 

Mai 1876. 

HowLETT ^ F. \ — Dessins des taches solaires, 

M. Hewlett oliVe à la Société cinq volumes în-4** de dessins de 
taches solaires faits par lui dans les 17 dernières années. M. Dunkin 
fait alors remarquer que dans la liste publiée précédemment on a 
oublié de mentionner les manuscrits des observations de Schwab^ 
de Dessau ^ ils forment 3 1 volumes, et les observations s'étendent 
d^uue façon continue depuis iSaS jusqu'en 1867. 

Birmingham (J.). — Sur les caries lunaires de Lohrmann et 
Schmidt et sur une nouv^elle étoile rouge. 

Cette carte, entièrement achevée, et gravée dans les ateliers de 
rÉtat-major prussien, donne les positions d'environ 34oo cratères, 
d'un nombre égal de collines, ainsi que de 35o ruisseaux et autres 
objets. Elle mesiure 6 pieds français de diamètre, et peut être con- 



MATHÉMATIQUES ET ASTRONOMIQUES. aoj 

sidérée comme le résultat d'une intelligence et d'une persévérance 
scientifiques qu'on ne pourra guère surpasser. 

Palmer ( h. -S. ) . — Sur les récentes déterminations américaines 
des positions géographiques dans V Amérique centrale et les ter- 
ritoires de l'Ouest. 

RoBiNSON (F.-R.). — Sur la comparaison des lunettes achro- 
matiques et des télescopes, 

M. Kobinson revient sur cette question, si intéressante, de la 
comparaison des grands miroirs et des grands objectifs : tous les 
observatoires principaux se lancent, en effet, aujourd'hui, dans la 
construction d'instruments de très-grande ouverture^ Washington, 
Greenwich et Vienne ont un équatorial de o",66; Melbourne et 
Paris ont un télescope de i°, 20 d'ouverture. On doit donc savoir 
gré à M. Robinson d'avoir cherché à comparer les avantages réci- 
proques de ces deux genres d'instruments. Nous compléterons son 
Iravail en l'analysant. 

Cette comparaison dépend de plusieurs conditions qu'il convient 
d'examiner successivement. 

i« Pouifoir éclairant d'un miroir et d'un objectif, — Toutes 
choses égales d'ailleurs, ce pouvoir éclairant est proportionnel à la 
surface du cercle qui limite le miroir ou l'objectif, c'est-à-dire au 
carré de l' ouverture; mais, pour deux instruments de même ouver- 
ture, il dépend, en outre, d'un coefficient qui n'est pas le même 
pour les miroirs et pour les objectifs. 

Dans un miroir, ce coefficient est constant et n'est autre que \v 
pouvoir réflecteur delà matière polie qui en forme la surface exté- 
rieure. Dans un objectif, au contraire, ce coefficient dépend non- 
seulement de la nature des verres qui le constituent, mais aussi de 
l'ouverture (*)» de telle sorte que, pour les petites ouvertures, le 
pouvoir éclairant d'un objectif surpasse celui d'un miroir de même 
dimension ; l'ouverture augmentant progressivement, les pouvoirs 
éclairants deviennent égaux ; puis le pouvoir éclairant d'un miroir 
surpasse celui d'un objectif de même grandeur. 

(^) Si m. diiigne l'oiiTertare, a une constante, A un terme qui représente toutes 
'^iHmi CWMS dw Vftriationt de ce coefficient, que je désigne par m, on a 

^ m es A -i- «e~«. 
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2^ Difficulté du traitait optique. Qualités du "verre, — A cei 
égard, TaTantage est constamment au profit du télescope. H suffit 
d'une surface optiquement parfaite, pour obtenir un miroir parfait ; 
il faut en avoir réuni quatre, dans le cas d'un objectif. 

Mais, en outre, Thomogénéité intérieure du verre qui sert à faire 
le miroir du télescope n'a pas d'influence^ il suflSt que cette homo- 
généité existe dans la portion du disque par laquelle doit passer la 
surface optique, son indice de réfraction peut être quelconque 5 la 
seule condition exigée est qu'il ne soit pas facilement attaquable 
par les agents atmosphériques. 

Pour un objectif, au contraire, il faut deux disques parfaitement 
homogènes dans toutes leurs parties, faits de verres diflerents 
dout les indices de réfraction doivent avoir des valeurs détermi- 
nées et dont Tun, le flint, s'obtient très^difficilement homogène en 
grandes masses. 

3** Prix relatif d'un télescope et d'un équatorial, — La monturt" 
d'un télescope ou d'un équatorial de grande dimension coûte îi^ 
peu près la môme somme ^ mais on n'exagère certainement pas- 
en disant qu'un objectif exige six fois plus de dépenses qu'ui:» 
miroir de môme grandeur. 

Influence des changements de positions et de r atmosphère 
extérieure. — Les molécules d'un corps solide ne sont jamaî^ 
tellement liées entre elles qu'elles ne puissent changer un peule-s 
unes par rapport aux autres, sous l'inlluence de forces môme rela- 
tivement faibles, mais agissant constamment : c'est ainsi qu'uac? 
barre de fer s'infléchit sous l'action de son propre poids. 

Il en est de môme de la masse de verre qui forme le miroir ow 
l'objectif^ la forme des surfaces n'est pas la môme, lorsqu'ils sont 
disposes horizontalement ou verticalement, et elle varie d'une façon 
continue en passant de l'une à l'autre de ces deux positions. Les 
images que donne, d'un môme objet, le miroir ou l'objectif changeDl 
donc aussi d'une façon continue dans les mômes circonstances. 
Mais, dans le miroir, ces changements, dus à des différences àc 
réflexion, sont doubles de ce qu'ils sont dans un objectif pour une 
môme variation de la forme des surfaces optiques : c'est là un 
désavantage des miroirs. Pour y remédier, Foucault avait imaginé 
de faire porter le miroir par un coussin à air, dont on pouvait 
à volonté changer la pression intérieure; mais je ne saclu' 
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pas que cet expédient original, bien digne de ce génie inventif qui 
ne laissait aucune solution incomplète, ait été employé par d'au- 
tres que par lui. 

En outre, dans tout télescope, il y a au-dessus du miroir une 
colonne d'air dont l'une des bases est en communication directe 
avec l'atmosphère. Ainsi, dès qu'une cause quelconque vient à 
faire varier la température dans une de ses portions, il s'établit 
immédiatement à Tintérieur de cette colonne des courants de sens 
divers, qui changent la course relative des rayons lumineux etdimi- 
nuent la netteté des images. Lorsque le tube, au lieu d'être entière- 
ment continu, est formé d'une série de tiges parallèles et distantes 
comme dans le télescope de Lassell, ou bien d'une sorte de treillis 
métallique conmie dans celui de Melbourne, les effets fâcheux 
de ces variations de température sont considérablement réduits, 
mais ils n'ont pas encore disparu entièrement. 

Rien de pareil n'a lieu dans une lunette achromatique, si ce n'est 
pour l'observation du Soleil ^ mais Foucault a montré que, si l'on 
ai^entaît légèrement l'une des surfaces de l'objectif, les rayons 
calorifiques étaient presque entièrement réfléchis, quoique l'objectif 
fut cependant traversé par un nombre assez grand de rayons lumi- 
neux pour que l'image focale du Soleil eut une netteté parfaite* 

L'image du Soleil , dans une lunette ainsi modifiée, est absolu- 
ment calme ^ et ce moyen, adopté par la Commission du passage 
de Vénus, a assuré aux expéditions françaises une grande supériorité 
sur celles organisées par les nations étrangères. 

Conclusion. — D ressort de tout ce qui précède que le choix 
à faire entre le télescope et la lunette achromatique dépend surtout 
du but que l'observateur se propose d'obtenir. 

S'il a principalement en vue la mesure des positions relatives 
de deux astres voisins, il donnera la préférence à la lunette montée 
équatorialement. 

Si, au contraire, il veut surtout obtenir, soit directement, soit 
photographiquement, les derniers détails d'un astre, la résolution 
d*une nébuleuse ou la visibilité d'astres très-faibles, il devra de 
préférence s'adresser au télescope. 

Biais ce n'est point à dire pour cela que l'on devra dans les 
€«8 chercher à produire des surfaces optiques de même ouver- 

du travail d'un objectif croissent, en effet, 

ei astron», t. XI. (NoTembre 1876.) l4 
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beaucoup plus rapidement avec rouverture que pour un simple 
miroir. D'un autre côté, la précision des pointés faits avec un 
équatorial ne peut devenir supérieure à une certaine limite, indé- 
pendante de l'ouverture et fonction d'autres causes, qui ne surpas- 
sent certainement pas -^ de seconde ou tout au plus i j- dixième. 
Il serait donc superflu d'employer des objectifs dont le pouvoir 
séparateur serait supérieur a cette distance angulaire. Ainsi, il 
n'y a pas d'avantage appréciable à construire des équatoriaux 
d'ouverture plus grande que 60 centimètres. 

Pour le télescope, au contraire, il convient d'augmenter autant 
que faire se peut le diamètre du miroir. La seule question qui soit 
encore en suspens est le choix de la monture à adopter. 

La disposition dite de Newton est incommode pour l'obserra- 
teur qu'elle oblige à des déplacements considérables et pour ainsi 
dire continus. Pour les diminuer, on est alors obligé de rendre 
tout le système oculaire mobile autour de l'axe de l'instrument, 
ce qui complique beaucoup l'appareil. 

La monture à la Cassegrain est beaucoup plus commode ponr 
l'observateur, qiii se sert de ce télescope conune d'un équatorial 
ordinaire; elle est aussi plus simple à installer. 

Mais la disposition de beaucoup préférable à notre avis, quoi- 
qu'elle n'ait pas encore été fréquemment employée, est celle qu'a 
imaginée M. Martin et qui consiste à remplacer le petit miroir 
convexe de Cassegrain par un miroir plan normal à l'axe du miroir, 
et placé à peu près à moitié distance entre le sommet du miroir et 
son foyer. La longueur du tube du télescope se trouve ainsi moitié 
moindre que dans le Cassegrain, sans que l'on perde aucun des 
avantages de cette disposition . Il en résulte, en même temps qu'une 
facilité bien plus grande dans le maniement de l'appareil, une 
économie considérable de temps et d'argent dans la construction 
de la partie mécanique. 

HiND (J.-R.). — «Sur le passage de la grande comète de i8ip 
au de\^ant du disque solaire. 

Christie (H.-M.). — Sur le déplacement des lignes des spectre-^ 
stellaires. 

M. Christie cherche à expliquer les différences qui existent ent 
les résultats qu'il a obtenus à l'Observatoire de Greenwich et ceu^ 
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p'a trouvés le P. Secchi à rObservaloîre du Collège Romain. 
1 y ajoute une nouvelle liste de mouvements obtenus spectrosco- 
)iquement à l'Observatoire de Greenwich par M. Maunder et lui. Ils 
•ont résumés dans le tableau suivant, où la colonne E renferme le 
10m de l'étoile, et la colonne fx son mouvement propre en une 
seconde suivant la ligne de visée, mouvement exprimé en milles, et 
)ù le signe -f- correspond à un éloignement de la Terre, le signe — 
1 un rapprochement. 



— 33,0 
-h 35,1 
16,0 
a5,2 
76,0 

22, o 
29,0 



c 


/* 


P Grande Ourse 


-i- i5,5 


a Grande Ourse 


— 37,1 


(3 Lion 


32,7 


L'Epi (Spica).. 


-h 37,2 


Arciurus 


— 35,0 


a Couronne 


-+- 59^9 


Ophiuchus. . . . 


— 39,0 


a Cygne 


— 5o,o 


a Pégase 


— 32,0 


La Lune 


-h 2,0 



ce Andromède. . 

Aldébaran 

La Chèvre 

Rigel 

a Orion 

Sirius 

Castor 

Procyon 4- 46,0 

Pollux —127,9 

Régulus -H 32,0 

y Lion — 71,3 

Berg (F.-W.). — Sur la précession générale. 

Neisoic (E.). — Sur les satellites d'Uranus. 

RoGERSOU (G.-R.). — Sur la visibilité d' Obéron et de Titan. 

BvRurHAM (S.-W.). — Catalogue d'étoiles doubles rouges . 

Cette liste comprend les positions des 102 systèmes binaires 
dont l'une des composantes au moins est rouge. C'est un beau 
tx)inplément du Catalogue publié autrefois par Schjellerup. 

Dreyer (J.). — Sur la comète de Coggia (III, 1874). 
Ces observations ont été faites avec l'équatorial de 1 1 pouces 
(o", 23) de l'Observatoire de Copenhague. 

DbHKiif (E.). — Découverte de quatre petites planètes. 
Ces quatre planètes sont les suivantes : 

(^découverte par Petbrs (C.-H.-F.) 

w WàTSON 

o Henry (P.) 

.PmoTiic 



à Clinlon (Éials-Unis). 
à Ann-Arbor(Élals-Unîs). 
à Paris. 

à Toulouse. 

«4. 
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Jiii 1876. 



Denning ( W.-F.). — Visibilité de Mercure et de Vénus pen- 
dant le jour. 

M. Denning informe la Société que, du 5 au 28 mai, il a pu voir 
à Toeil nu la planète Mercure i3 fois le soir, lorsque, après le cou- 
cher du Soleil, le ciel était pur. De même, dit-il, pendant les trois 
mois de mars, avril et mai, Vénus était aisément visible à Toeil nu 
pendant le crépuscule. 

Ces faits, quoique intéressants, sont loin d'être les premiers ob- 
servés. A Nouméa , avant le passage du 8-9 décembre 1874, nous 
avons suivi pendant plus de huit jours cette planète Vénus à l'œil 
nu presque en plein midi, et tous nos collaborateurs la trouvaient: 
aussi aisément que nous. 

Neison (E.). — Sur ,V atmosphère de Vénus, 

En i849) Clausen et Mâdler (^) ont publié quelques observation. s 
et mesures sur l'allongement des cornes de Vénus quand la planète 
était près de sa conjonction, observations qui démontraient d'après 
eux l'existence d'une réfraction considérable due à l'atmosphère 4*^ 
cette planète. 

Les calculs qu'ils ont fondés sur les observations, faites avecl^ 
grand équatorial de Dorpat, ont conduit ces astronomes à la va- 
leur 43^^ 7 pour la valeur de la réfraction horizontale à traver^s 
l'atmosphère de Vénus \ réfraction plus grande environ d'un sixièm.^ 
qu'à travers l'atmosphère terrestre. 

M. Neison a repris leurs calculs 5 et, après y avoir constaté um.*^ 
erreur, il trouve pour valeur de cette réfraction horizontale 53'',4c^ - 
Il en résulterait que la densité de l'atmosphère à la surface d^ 
Vénus serait à peu près deux fois plus grande qu'à la surface i^ 
la Terre. 

Noble (W.) — Observ^aiions physiques de la planète Vénus. 

Plummer (J.-L). — Essais photométriques sur la lumière del^^ 
planète Vénus. 

D'après ces expériences, la lumière de Vénus, au moment desoï* 

(') Jstronomische Nachriehten, i849i t. XXIX, p. 107. 
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plus grand éclat, serait de 



de la lumîère envoyée par la Lune lorsqu'elle est en opposition. 

Bond a fait autrefois une comparaison analogue sur Jupiter, et 
trouvé qu'au moment de son opposition moyenne cette planète 
émettait une quantité de lumière égale environ à 



6430 
de celle de la pleine Lune. 

En admettant que les deux résultats soient comparables, la lu- 
mière émise par Jupiter serait donc à très peu près huit fois moindre 
que celle qu'envoie Vénus. 

Brett (J.). — Sur le mouv^ement propre des taches brillantes 
que Von observée à la surface de Jupiter, 

Deux taches isolées et bien définies étant apparues sur Jupiter, 
M. Brett les a soigneusement observées. U est incontestable pour lui 
que pendant cinq jours consécutifs d*observations elles ont con- 
servé la même latitude, mais la question de savoir si elles ont eu 
un déplacement en longitude lui parait douteuse. 

Newcomb (S.). — Sur une inégalité non encore signalée dans la 
longitude de la Lune, 

Le célèbre astronome américain signale une nouvelle inégalité, 
dans la longitude de la Lune, qu'il déduit de la comparaison des 
observations de Greenwicb et de Washington avec les Tables 
d'Hansen. 

« Un terme d'une période inconnue », dit M. Newcomb, « ne 
saurait être découvert à moins que sa grandeur ne soit telle qu'il 
affecte les comparaisons individuelles de la théorie et des observa- 
tions. Les Tables d'Hansen sont les premières qui permettent de 
remarquer une différence résiduelle aussi faible, i'^, 5, dans la com- 
paraison des observations. » On voit ainsi tous les progrès qu'a faits 
dans ces dernières années la théorie de la Lune, progrès qui seront 
bientôt de beaucoup surpassés lorsque les travaux de Delaunay et 
de M. Airj auront été entièrement publiés. 

Beeg (F.-W.). — Sur la détermination de la distance d'une 
eomèie à la ^î»**** 1 ffidiili a^ trois observations. 
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Jiillet a DOTefflbre 1876. 

Knobel (E.-B.) . — Bibliographie de divf erses publications asiro- 
nomiques, 

M. Knobcl publie le catalogue méthodique et systématique des 
recberchcs faites par les difTérents astronomes sur : les Étofles 
doubles, les Etoiles variables, les Etoiles rouges, les nébnleaaes el 
les amas d'étoiles, le mouvement propre des étoiles, la parallaxe 
des étoiles, le spectre des étoiles. 

Les indications bibliographiques de l'auteur permettront de re- 
trouver de suite certains Mémoires que sans cela on ne rencontre- 
rait que bien difficilement. 

Lassell (W.). — Sur la visibilité de la portion non éclairée 
du disque de p^énus. 

Le 12 et le 1 3 juillet, par un temps clair et pendant raprès-midi, 
le célèbre astronome a pu, avec son équatorial de 2 pieds, yoir le 
disque entier de Vénus, quoiqu'il n'y eût qu'un croissant d'éclairé. 



ARCfflV DER MATHEMATIK UND PHYSIK; gegrundet von J.-A.Grunert,fon- 

gesetzt von R. Hoppe ('). 

T. lYII; 1875. 

Affolter (Fr.-G.). — Sur la géométrie du cercle et de la 
sphère. (1-62). 

i*^"^ Mémoire. — i" Section : Théorie de la puissance. — a* Sec- 
tion : Le principe des rayons réciproques. 

Peschka (G.-Ad.-V.). — Images perspectii^es du cercle, et 
détermination directe de jes diamètres. (63-72). 

Siebel (Alfred). — Recherches sur les équations algébriques. 
(a"» art., 73-88^ 3« art. 35o-365) («). 



(') Voir Bulletin, t. VIII, p. 170. — Dans cet article et dans les suivants, les chiffres 
placés entre parenthèses indiqueront la pagination du commencement et de la fin de 
chaque Mémoire. 

(') Voir Archivy t. LVI, p. 422, et Bulletin ^ t. VIII, p. 181. 
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. Considérations tliéoriques. — lU. Calcul des racines réelles. 

E (R,]. — Sur le prohlème du système de surfaces triple- 
t orthogonal. (4° art.. 8g-io6; 5' art., aSj-ayô; 6' ari., 366- 

■ Diacussion des équations générales de condition pour un sys- 
9 de surfaces orthogonal qui correspond à un système plan de 
tea et de trajectoires parallèles, — 9. Cas où il n'existe aucunc 
^OD linéaire entre fi,f(, et jr. — - 10. Cas aùh est uue fonction 
«du troisième degré. — 11 . Cas où A u'cst pas uue tonclion 
nqnc de h. — 12. Cas où tt est linéaire en ft cl (.i,, mais où f», 
t pas linéaire en fi. — 13. Cas où ic et fjt sont linéaires en y.. — 
irfacG la plus générale d'un système plan commun avec une 
e du second degré. — 13. Système ortliogonal de surfaces li^ 
i général dont se compose un groupe de sm'faces coa^inles du 

â degré. 
htucBLJiccH, Stammeh (W.) et IIoppk (U). — Sur une formule 

s du volume d'un tétraèdre, (loy-i i i). 
p8TOii(G.]. — Le trièdre et le tétraèdre, avec application 
léterminants. ^iiS-igo; fr.). 

G.). — Eqitation générale des deux tangentes menées 
même point à une conique, et équation du cône circonscrit à 
* surface du second degré. (igi-aoS; fr.). 

DosTOR l'G.). - — Nouvelle compression de la surface du triangle, 
;<- 'i/'p/icntion au calcul en déterminant de cette surface en 
Urui- lies trois côtés du triangle. (ao4-ao8; fr.]. 

lïMHER (S.). — Problème de Stéréométrie, (aop-ai jj. 
îuuibre maximum de sphères qui peuvent toucher à la fois une 
ire de même rayon que chacune d'elfes. 

Iiutzf, (M.). — Note sur un Afémoire de M. IL liaih, intitulé : 
es triangles rationnels n [^). (216-217). 

aies d'un pentagone 
triangle. ( a 1 8-a 1 g ) . 



Hàik (Em.;.- 
inscril au cercle. 



■ Sur le penlagoni 
— Sur les cercles 
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LiGOwsKi. — Limites de la base des logarithmes naturels . 

(220-221). 

DosTOK (G.). — Sommation directe et élémentaire des carrés ^ 
des cubes^ des quatrièmes puissances des n premiers nombreux 
entiers. (222-224; fr.). 

DosTOR (G.) — Distances du point à la droite et du point amM, 
plan. (225-233; fr.). 

HocHHEiM (Ad.). — La poloconique mixte de deux droites po-r 

rapporta la courbe dijfférentielle de la parabole. (234*^39). 

* 
GûNTHER (S.). — Résolution d' un système particulier d'équ^x- 

tions linéaires. (240-254). 

GûNTHER (S.). — Le désfeloppement des côtes, contribution 
mathématique à la Géographie comparée. (277-284)- 

GûwTHER (S.). — Démonstration d' un théorème fondamen^-^ 
sur les carrés magiques. (285-296). 

Broda (K.). — Contribution à la théorie des fractions décima^Ses 
périodiques mixtes. (297-301). 

Wasserschleben (v.). — Sur la théorie du triangle équilatér' — ^û* 
inscrit dans les sections coniques. (3o2-3i5). 

Ha IN ( Em . ) . — Sur les harmoniques dans le triangle ( 3 1 6-3 2 1 1 • 

Hain (Em.) — Théorèmes divers sur le triangle. (322-326)^ — 

ZarradmIk (K.). — Problème sur les cercles tangents. (327).— — 

HoppE (R.). — Exemple d'une sur/ace à un seul côté. (3 ^""'^ ^°' 
334). 

DosTOR (G.). — f^olumes des solides engendrés par la reVoff^^**" 
tion des polygones réguliers autour d^ un de leurs côtés. (33 ^^4" 
336; fr.). 

Greiner (M.). — Le facteur de transformation. (337-342). 

Greiner (M.). — La ligne orthoptique d'une section coniqi 

(343-349). 

Escherich (G.). — Démonstration de la formule générale ^* — j 
la mesure de la courbure des surfaces . (iSS'^Q i) • * ^ *i 
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L5w£ (O.). — Sur les solides réguliers et les solides de Poin- 
, et sur le calcul de leurs volumes au moyen des déterminants. 
J2-419). 

DiCRSTEiN (S.). — Démonstration d'un théorème de la théorie 
calcul des opérations. (420-421)* 

HoppE (R.)« — Sur les points de symétrie du triangle, (422- 

8). 

Haih (Em.) — Sur les transv^ersales parallèles dans le triangle. 
Sur le point de concours de transiter sales parallèles égales. 

)8-44i)- 

M.iLLi (Fr.). — Théorèmes sur la droite dans l'espace. (44*" 
6). 

IVIeissel (E.). — Remarques sur la série hyper géométrique. 

46-448). 

LLYIIh 1875-1876. 

DosTOR (G.). — Relations entre les sinus des quatre trièdres 
"mes par quatre droites issues d'un même point, av^ec applica- 
n au tétraèdre. (i-45 fr.). 

DosTOK (G.). — Application des discriminants aux courbes et 
"faces du second degré. ( 5-i6 •, fr .) . 

DosTOR (G.). — Application des déterminants aux surfaces de 
\folution et y en particulier, à celles du second degré. (17-22 j fr.). 

ZiBRADiffR (K.). — Courbes planes rationnelles du troisième 
dre. (23-36). 

HoppE (R.). — Sur le problème du système de surfaces tri- 
ement orthogonal; j*' Sivlicle (*). (37-48). 

LiGOWSKi. — Contribution aux quadratures mécaniques. (49-83). 

Hain (Em.). — Sur le point de Grèbe. (84-89). 

Ayant construit des carrés sur les trois côtés d'un triangle ABC, 

ît A' B' G le triangle formé par les côtés de ces carrés, parallèles à 

') roir ci-dessus, p. ai 5. 
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ccn ém tnangle. Les droites JLA'. BBT. GC ooncoarent ai un 
poÎBi doBt Jf. Hâm étmdit. jprcs Grebe« les propriétés. 

Ilàj3 Ea. '. — Smr le$ tiaeetriees des angles d^un triangk. 

LicoirsKi. — De'wÊtmiit aiiam de la formule dofuuSe par Uualier 
pour l'excès spkêri^me. ^96-98 . 

KofCB *Y.K — Trisection d^mm angle fuelcon^ue au moyen de 
rhjrperbole équilaière. (98). 

Mjlssios (P./ — Démonstradon de la propriété Jbndamentale 
des é4fuations dijférentielles linéaires. (99-100] . 

Spitxeb s.;. — Xote sur les équations dijfférentielles de la 
forme j" = x^ Ax*^'-r-Bjr>' — Ci ). (100- io3). 

BfjTDEti (C). — «Sur la théorie des lois d'attraction. (104-109). 

LuKAs ^F.). — Démonstration de ce théorème : x* -i- ^ = i*. 
pour n^:i^ n'est pas résoluble en nombres entiers, ai^ec une courte 
solution pour /i = a. {109-iia . 

Obeebcck ^ a/ . — Sur le potentiel de l'ellipsoïde. ( 1 1 3- 1 26; . 

Siebel 'A. . — Recherches sur les équations algébriques (suite). 

:. 27-146) ('}. 

Pfell (L. V.). — Sur la manière de trouver commodément les 
fonctions des petits angles dans les Tables à cinq décimales, \}i,']' 
i63*. 

Hai^ ^ni-) • — Sur le point de Spieher. ( 1 64-169) . 

Ha m (Em.). — Sur le centre de gratuité du triangle. (170- 

175}. 

Haiii (Em.]. — Sur les points de symétrie du triangle. (l'J^ 

Hellwig (C). — Contributions à la théorie du tétraèdre et des 
angles solides, ( 1 80- 1 84 ) . 



( * ) Voir ci-dessas, p. 21 4 
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Thieme (F.-E.). — Cedcul de valeurs limites, av^ec un aperçu 
de la théorie des courbes latérales. (i85-ai4). 

HoppE (R.). — Sur le problème du mouvement rectiligne d'un 
point, (2i5). 

AuGusT (F.). — Démonstration du théorème de Peaucellier. 
(ai6). 

AuGUST (F.). — Théorème concernant certaines courbes du 
sixième degré dans l'espace, (a 16-21 8). 

Thieme (F.-E.) — «Sur les droites latérales ou imaginaires. 
(218-222). 

HozA (F.) — Remarque sur une proposition de M. Dostor rela- 
tive au trièdre. ( 2 2 2- 2 24 ) . 

KIrgeh (Ed.) . — Etude de V orbite d'un point attiré ou repoussé 

k 
par la force — > h étant une constante et r la distance au centre de 

la force. (223-277). 

HocHHEiM (Ad.). — Les foyers de la courbe différentielle de 
la parabole. ( 278-284) • 

Dostor (G. ) . — Application des déterminants aux surfaces de ré- 
volution et en particulier à celles du second degré. (285-289 5 fr.) . 

DosTOH (G.). — Expression en déterminant de la surface d'un 
triangle de l'espace, en valeur des coordonnées de ses trois som- 
mets. (289-293^ fr.). 

Dostor (G.). — Application des déterminants aux surfaces 
cylindriques, et en particulier aux cylindres du second degré. 
f 293-300 -, fr.). 

Gkàyelaar (N.-L.-W-A.). — Nouvelle démonstration de la 
^é^tlité des racines d'une équation importante. (3oi-3 1 8). 

Pfeil (L. V.). — Sur l' enseignement de la Trigonométrie. (Sig- 
Îa5). 

Hertz (C). — Démonstration d'une proposition de la théorie 
fe l'addition géométrique des droites dans l'espace. [ZiiG-Z^'j). 
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HoppE (R')' — Surfaces ndnimades trois premières classes de 
poljèdres. (328-336). 

Veltmahii (W.\ — Critériums des intégrales singulières des 
équations dîjfférent telles du premier ordre. (337-34')- 

Veltmak ir ( W.) . — Sur une espèce particulière de substitutions 
linéaires successives. (343-35a). 

VELTMAirif (W.). — Théorie de la machine à influence de 
seconde espèce de Holtz. (353-36o). 

Spitzer (S.). — Note sur les équations différentielles de la 
forme («i -t- iix)j^"-+- (a^'i'b^x)y-h (a^-\'b^x)j = o. (36i- 
368). 

Pfeil (L. V.). — Quelques desiderata touchant la planimétrie. 

(369.376). 
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MÉLANGES. 

SUR LES SDBSUTIITIONS LMÉiniES PAR LESODELLES DNE FORIE (llIADBiTKlUE 

TERNAIRE SE REPRODUIT ELLEIÊIE; 

Par m. Jules TANNERY. 

Dans plusieurs Mémoires bien connus, M. Hermite s'est occupé 
les substitutions linéaires par lesquelles une forme quadratique 
ternaire se reproduit elle-même. Plusieurs des formules fonda- 
mentales que l'éminent géomètre a utilisées dans ses recherches 
arithmétiques ont été données par lui sans démonstration. L'in- 
térêt que ces formules ont en elles-mêmes est assez grand pour que 
j'aie cru- pouvoir me permettre d'en donner une démonstration 
tout élémentaire, en insistant sur quelques points de détail. 

1. 

Soit 

f[x,x^ z] ^ax^-^-dy^-ha" z^-\- ^byz -t-T.b'zx -{- 7.h"xx 

une forme quadratique ternaire^ on se propose de trouver toutes 
les substitutions linéaires, telles que 

ar^aX-f-a'Y-f-a^Z, 
) |7 = pX4-p'Y-f-P"Z, 

z z=ryX-f-/YH-/Z, 
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par le moyen desquelles on ait identiquement 

(2) /(^,:r, -3)==/(x,Y,z). 

Désignant par fx^fy'ifl^fi^ ••• les demi-dérivées partielles de 
f[x^y^z\ /"(X, Y, Z) prises par rapport à x, j^, z, X, . . ., on 
pourra écrire l'égalité (a) sous la forme 

et lui adjoindre Tidentité 

^/x +r/T +^/z -x/; + Y/; + Z/; ; 

de là on tirera 

Si la substitution (i) rend cette dernière équation identique, clli* 
rendra de même identique Téquation (2). Or, en posant pour un 
instant 

' ^ i/;-/x-u, /;-i-A'-v, /;4-A':-w, 

l'équation (2 bis) deviendra 

(4] ttU-ft'V-f «;W = o (»). 

Si, comme nous le supposons essentiellement, le discriminant 

n'est pas nul, les trois dernières équations (3) pourront être réso- 
lues de manière à exprimer x-f-X, j^4-Y, z-f-Z linéairement 
en U, V, W-, supposons que, dans les équations ainsi obtenues, on 
remplace a:, j^, z par leurs valeurs (i) en X, Y, Z : si le déter- 
minant 



[d] 



a -+- 1 «' a" 

P Ç,'+ 1 (3" 



ff 



y y y'-f-i 



(*) C'est à M. Hermite qu'est dû ce point de départ, consistant à ramener le pro- 
blème à la recherche des substitutions linéaires par lesquelles les variables de l'un 
<les groupes (m, f, w), (U, V, W) s'expriment au moyen des yariables de l'autre groupe, 
et qui rendent identique l'équation (4)* 
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est diflfërent de zéro, on pourra exprimer X, Y, Z (et aussi x, j^, z) 
linéairement en U, V, W^ portant les valeurs trouvées dans les 
trois premières équations (3), on obtiendra les expressions linéaires 
de i/, V, çv en U, V, W, expressions linéaires qui devront rendre 
identique l'équation (4)) et qui, par suite, seront nécessairement 
de la forme 

i^ = XW-yU, 
iv= fxU - XV. 

On voit dans ce cas que les équations (i) devront rendre identique 
Téquation 

(6) X(x-X)4-fjL(^~Y)H-v(z-Z) = o. 

Examinons maintenant le cas où le déterminant (d) est nul, ou, 
ce qui revient au même, le cas où les équations 

r^+fi=\j. f;+fi=y. f:+fi=yf 

ne peuvent pas être résolues par rapport à X, Y, Z, quand on y a 
remplacé x^y^z parles valeiu*s (i); il existera alors trois con- 
stantes X, (X, V telles que ces mêmes valeiu*s de x, ^, z rendent 
identique l'équation 

(7) M/; -t-/x)-^f*(/;+/T) +>'(/; +/z)=o- 

Des équations 

ttU-h cV-f-ivW=:0, 

XU-f-fxV-+-vWr=0, 

rendues identiques par la substitution (i), on tirera, en ne tenanl 
pas compte d'un facteur commun indifférent, 

IV = vv — yiw, 
V =X(V — VM, 
W=: ^U — Xf, 

à moins toutefois que la substitution (i) ne rende identiques les 
équations 

(g) vc — fxw— b, X«v — va = o, /xm— -Xt'^^o. 
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On fera rentrer ce cas particnlier dans le cas général, en rempla- 
çant X, (X) V par -9 ~ 9 -9 chassant les dénominateurs, et supposant 

que p puisse s'annuler. 

11 ne sera pas sans intérêt de remarquer que Ton aurait pu mo- 
difier Tordre des raisonnements, et supposer tout d'abord que l'on 
cherche à résoudre par rapport à x,^', z, X, Y, Z l'ensemble des 
équations (i) et des trois premières équations (3)^ cette résolution 
aurait été ou non possible selon que le déterminant 



'/ ■. 



' a-i 

1 


«' 


«• 


? 


P'-i 


P" 


y 


y 


y"— I 



oc-hi 


oc' 


oc' 


p 


P'+. 


P' 


y 


y' 


y'+t 



aurait été difierent de zéro ou non. Dans le premier cas, les va- 
riables U, V, W pourraient être exprimées linéairement en u^v^ w 
par des formules telles que (8) et la substitution (i) rendrait 
identique l'équation (7), en sorte que le déterminant 



{d) 



serait nécessairement nul. Si, au contraire, le déterminant (d') 
était nul, on serait conduit à des équations telles que (5), à moins 
toutefois que la substitution (y) ne rendit identiques les équa- 
tions 

(96/5) vV-|UlWr=0, XW— VU=:0, fxU — XV=0. 

On fera encore rentrer ce cas dans le précédent, en supposant que 
les quantités X, jtx, v puissent devenir infinies. 

En résumé, on parvient à deux systèmes de substitutions satis- 
faisant à la condition énoncée. 

On rendra identique l'égalité 

en faisant soit 

(,o) {r-Y = x(/;-4-A')-v(/;+A'), 
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!125 



son 



(H) 



/; 


-^/x = 


T--v[y- 


-Y)- 


-Il[z- 


-Z). 


/; 


-/ï= 


=:X(Z - 


-Z)- 

/ 


-v[x - 


-X). 


/; 


+fi-- 


--/*(*- 


-X)- 


-Mr- 


-Y). 



En résolvant ces équations par rapport à x^j^ z, on aura deux 
systèmes d'équations telles que (i), satisfaisant à la condition 
énoncée, les neuf coefficients de la substitution étant exprimés au 
moyen des coefficients de la forme quadratique et des trois quan- 
tités A, ft, V. 

Mais il est aisé de passer d'un système à Tautre, comme on va 
le montrer, en transformant légèrement les équations (lo). Multi- 
pliant ces équations par a, b'\ b'^ et ajoutant, il vient 



(.2) 



Posons 



fx /x — 



V 



« /;+/x 



A 
B 

A 



eCa"— b'. A' = a' a— b", A"= ad 
b'b' — ab, V — b"b — a!b', W—bb< 
aa!<f + ibb'b" — ab' — a'b"' — a" b"', 

ï.'—.Al -i-B'fx-t-B'v, 
/*'^B"X-T-A>-T-Bv, 
»'=B'Xh-B(x -+-A"v, 



b"'; 

d'b", 



et remarquons que Ton a 






^ « /;+/x 




A B' B' 




V A A(x-+-X) 


c *' /; +/i 


X 


B' A' B 





II' o A(7-t-Y) 


" *' fî^fi 




B' B A" 


-à 


v' o A(a-HZ) 
,.[v'(^+Y)-f.'(2 



et par suite 



z)]. 



i 



X 


a 


/.'+/x 


V- 


6» 


/; +/t 


«a 


A' 


/; H-y;' 



= v'(r + Y)-^'(z-Z); 



-n., t. XI. (NoTembre 1876.) i5 
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on voit que Téquation (12) peut s'écrire 

/;-/x='"(/+y)-,x'(^-hz). 

Celte équation, si Ton change respectivement X, jx, v et X, Y, Z en 
X', (Ut', v' et — X, — Y, — Z, deviendra la première des équa- 
tions (11); en faisant le même changement dans les trois équa- 
tions (10), on aura donc un système équivalent au système (11). 
Comme le nom des variables n'importe pas, on voit, en résumé, 
que, des deux systèmes de substitutions auxquels nous sommes 
parvenus, le premier peut être mis sous l'une ou sous l'autre des 
deux formes équivalentes qui suivent : 

j jr - X = V (/; +/,') - f* (/; -^/,') . 
(I) Kr - Y r^ X (/; +/,') - V (/; +A'), 

( ^ - z =i^{f: -t-A') - M/; -A'); 

(Ibis) ' }/;-/;. :V{z-^Z)- v'[x-i-X), 

et que le second se déduit du premier en changeant X,Y, Zen 
— X, — Y, — Z: 

(II) I ^-^=''(/r' -A) - Fif: -/z). 

( • » 

Il suffît évidemment d'étudier le premier système. 

La résolution des équations (I) se fait aisément, en considérant 
à la fois les six équations (I), (I iw), et les six inconnues x, y^ '• 
fx , fr -> // \ on voit d'abord que 

Xx4-/:x/4-v-3 = XX-+- ijlY -h- vZ. 
Si Ton désigne ces deux quantités égales par II, on aura 

Si, des deux dernières équations (I iw), on tire les valeurs àefy ei 
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de Jl , et qu'on les porte dans la première équation (I) , on aura 

* - X = 2(v/^ - i^fi) + V[>(ar + X) -I- fz(7--t- Y) -4- v(z + Z)] 

-(XX'-t-fJi«'-f-w')(a:-f-X), 

I 

OU encore 

j: ( I -f XX' -:- |ùt]^' -:- vv') rrr X ( I -- W'— fxiui^- vv'] H- 2 (v/; - ^/') -h 2 îl' n ; 
on trouvera de même 
/; ( I -:- XX'-f- /^/x'-f- vv') ^fi[ I - XX'- fxfx'- vv'j -+- 2(v' Y- |^'Z) 4-2 AHX. 



Si donc on 



pose 



XX' -f- jjjtjùt' H- vv' 

= AX' -f-A'/x»-:- A"v»-t- 2B/XV -i- 2B'Xv -f- 2B''X/ui = F(X, fx, y), 

les sîx équations (I) et (I Jw) pourront être remplacées par les six 
équations suivantes : 

x[i--F(X, fx, v) 
j[i-i-F(X,|:x,v) 
2[i-F(X,^,v) 

/;[i-hF(X,fx,v) 
/;[!-:- F (X,^,v] 



er, 



]-X[i. 


-F(X.p,v)]-2(vA'- 


-F/z) + 'n)/, 


]-Y[i- 


-F(X,u,v)] + 2(X/,'- 


-vA')4-2n^', 


]— Z[i- 


-F(A,;x,v)] + a{fxA'- 


-i/,')-*-2nv'; 


]--/x'['- 


-F{^,fx,v)]-ï-2(v'Y- 


-/*'Z)-f-2Anfi, 


]-/•»'[«■ 


-F(X,fx,v)]-f-2(X'Z- 


-v'X)-r2Am, 


>--/z'[>- 


-F(X,^,v)]-H2(«'X- 


X'Y)-f-2Anv. 



D'ailleurs on déduirait bien facilement les trois dernières des trois 
premières, ou inversement. Si Ton voulait avoir les équations réso- 
lues par rapport à X, Y, Z, il suffirait, dans les formules précé- 
dentes, de changer x, j^, z en X, Y, Z, et réciproquement, puis X, 
jut, V en — X, — (ui, — V, et par conséquent II en — H, X', /ix', v' en 

A , ^ , V . 

Si, dans les équations (1 fer), on remplace X, jtx, v par -> -'» -<» 

r r r 

qu'on chasse les dénominateurs et qu'on fasse |0 = o, on trou- 

i5. 
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vera 

-, an).' 



r=-Y + 



aflft' 

F(X,f*.vj 

aHv' 



Ce sont les mêmes valeurs qu'on tirerait des équations (9 bis) ou 

rn leur adjoignant la condition 

fix,r,z]-:f(\,\,Z]; 

car, si Ton désigne par / la valeiu* commune des trois rapports, on 
voit aisément que ces équations peuvent être remplacées par les 
suivantes : 

A 

z=-Z + v' ~; 

A' 

t sera détermine par l'équalion 

/•{X,Y,Z)=--/(-X + X'i, -Y-f-,x'|, -Z + v'l). 

OU 

a(X7x -^ {^'fi + "'/,') =-- Lf{v, ^', V'}. 

Or 

^7x + f*7t' +>"/,':: AH, 

~ A(XX'>f- fjtu'-t- vv') .-_- AF()l, fz, y): 
donc 

A-F(X,fx,y)' 
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retombe par conséquent sur les mêmes valeurs que précé- 

nt. 

' résoudre les équations (II) ou (U iw), il suffira évidem- 

lans les formules (I fer), de changer X, Y, Z en — X, — Y, 

»n trouvera ainsi 



i 



^[I-^F(>,fx,y)]=:-X[I-F(X,fx,v)l 



IL 

asse maintenant a la question suivante : si, dans les équa- 
), qui définissent x^y^ z au moyen de X, Y, Z, on remplace 
L par des fonctions linéaires de Xi, Yi, Zi définies par les 
ns (I) elles-mêmes, dans lesquelles on aurait substitué res- 
ment X, Y, Z-, X,, Yj, Z,-, X^,;*,, Vj à x^y^ z\ X, Y, Z5X, 
a exprimera x^j^ z linéairement en Xi, Yi, Zi, de façon 
n ait évidemment 

/(x,:r.^)=/(X.,Y„z.), 

e que les coefficients de la substitution devront dépendre de 
lantités ^, ^, X analogues à X, |ui, v^ ces trois quantités 
ent évidemment de X, ^^ v, Xi, |Xi, Vi et des coefficients de la 
[uadratique : je me propose de les calculer, 
ns donc 

/ X - X :-= V ( f; +/,') - f. (/•; ^f{), 

r - Y =. i (/; +/z') - V (/; H- A'). 

/;-/;-F'(^ -i-X)-X'(r +Y); 
X - X.^^ V. (/,' H-AJ - IL, {fi -^fl), 
Y - Y. .. X {/; +fi) - V. if- +fl), 
z - z. = f., (/^ -f-Aj - X, (A +/,'. ^ ; 
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( fi -fi= V. ( Y + Y. ) - K. (Z + Z. ). 

(2 his) A' -A'. = >:. (z + z. ) - v'. ( X -- X. ) , 

l fi. -fi - f^'.lX + X.)- ).'.(Y + Y.). 

Les équations (i) et (i bis) sont équivalentes ainsi que les équa- 
tions (a) et [ibis)\ les quantités X', jtx', v', d'une part, et a^, fx'^ v'^, 
de Tautre, dépendent de X, fj.^ v et de X,, fXj, Vj, comme il a ctc 
expliqué dans la première Partie. 

Tirant des deux dernières équations (a bis) f^ et f^ , et les por- 
tant dans la première équation (i), il vient 

^ ^ ) 4.x;[X(X-hX.)H-fx{Y-f-Y.)-hy(Z-f-Z.)]-r(X-f-X.;, 

en faisant 

Ir = XX', H- fxa', 4- vv', = X, X' -i- |ui, |ut' -I- V, y 
=r A XX, H- A' /ixa, -h A" vv, 
-f- B(|uiy, -f- iLyv] -4- B'(Xv, -h X.v) 4- B"(X]ix, -l- Xi/x). 

Tirant de môme f{ et yjj des deux dernières équations (i J/V) et 
les portant dans la première équation (a), il vient 

^ ^ I -X'[X,(^-f-X)-i-^,(/-4-Y)-i-v.(3-4-Z)]H-r(:r-hX.;; 

ajoutant les équations (3) et (5), et tenant compte des identités 

XiX-h fX|Y-f- v,Z= X|X|-T- /x,Y,-+- v,Z,, 
il vient 

j (. - D (X -X) = (v + v.) (/; +/v.)- (F + f^.)(/; -t-/iV) 

(6] +X',[X(a:H-X,) + F(r-^-Y.)-+-v(2-^Z,;] 

( - V {X[x + X.) -t- fx,(7- -t- Y.) -H v,(z + Z,)]. 

Or les deux derniers termes du second membre, si l'on y remplace 

, ak' -k- b" uf + b' ^J al',-'-b"iJ.\^b'v\ 
A, ,..,Ai, ... par ^ , •••:. — ir » • ■' 
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levienneot 

m sorte que Téquation (6) prend la forme 

(i-r)(^-x) = (v + v,+ ^>'--^>'-) (/; +/,',) 

Si donc on pose 



9 



x= ^-^ -, 

r, jr^ z s'exprimeront au moyen de Xj, Yi, Zj par les formules 

(7) r-Y.= <(.f:-^fl]-^{f:+fih 

ipii sont tout à fait analogues aux formules (i). 

Les valeurs de ^, OïL^ X peuvent être mises sous une forme un 
peu différente. 

En faisant 

mirr vX| —Vil, 



et 



L rrr a/ H- b^m -f- é'/i, 
M — 6'7 4- a' m -f- 6/i, 
N = b'I -^ bm -^afn, 
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on vérîâe aisément que Ton a 

AL = LtV, — .^lî» • 

AM----yi\--y.À', 

les yalenrs de ^, OTL, X- pea^ent donc s'écrire sous la forme sui- 
vante, que lenr a donnée M. Hermite : 

/ — /. — L -_ :jl--:z, — M _ vH-y, — N 

I r I — r I — r 



I — 



Nous aTons combiné deux substitutions du type I; on obtiendra 
des résultats analogues en combinant deux substitutions du type II. 
Si Ion fait 



x-x...:>.^A'-/;. - u.(/,' -/,'.), 



on trouvera 

X - X -- .r. :/; -/;. - orc (/; --/,-, . 



^, OIL, ^ conservant les mêmes valeurs que précédemment. E^ 
coml>inant deux substitutions appartenant toutes les deux au mêiïi^ 
type, on obtient donc comme résultat une substitution appartenais^ 
au premier type^ au contraire, si Ton combine deux substitution^ 
appartenant à des types différents, on obtient une combinaison ap^ 
partenant au second type. Si Ton fait, par exemple, 



X-:- X,--: v.'/; -yv.) - F.(/. -fi). 



on trouvera, en changeant simplement Xi, Yi, Zj en — Xj, — Y, 
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Z, dans les équations (7), 



naturellement les valeurs de 4^, ^^ ^ sont encore les mêmes. 



rOHDlES FONDilEIlTAlES DE CMÉIATIQIIE DASS LES ESPACES DE COIIRBIIBE 

COIISTAIITE; 

Par m. E. BELTRAMI. 
(Extrait d'un Mémoire lu & TAcadémie Royale des Lincei, à Rome.) 

Je prendrai l'expression du carré de Télément linéaire ds sous la 
forme connue 

, V ds' dx^ -i- dx] -^ dxl -^ . . .-^ dx„ 

où Xj, jTi, . . . , :t„ sont les coordonnées linéaires d*un point quelconque 
4u «'*"« espace (c'est-à-dire telles que chaque droite est représentée 
par /i — I équations du premier degré), R est le rayon pseudo- 
sphérique constant, et x est une variable surnuméraire définie par 
l'équaiion 

ou a est une constante finie. 

Reconsidère maintenant un système continu de points^ je désigne 
P*r ox,, Jxj, . . . , ixn les variations infiniment petites des coordon- 
nées Xj, Xi, . . . , j:« d'un de ces points par suite d'un déplacement 
élémentaire quelconque, par ix la variation qui s'ensuit pour a:, 
et je vais chercher une expression de forme convenable pour la 
v^iation ()é/j que reçoit la distance rf^de deux points contigus du 
système. 

De l'équation (i), écrite de cette manière 

dxrV 
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on tîre 

dsdds dx ^dx \^ dxr ^ dxr 

X X 



\ôds dx ^dx ^ 



ce qui, par suite de Tidentité 



UX f . Xr X r OX 

=d 1 —^ 



XXX 



i 



peut être aussi écrit sous la forme 
dsdds dx ^ dx 



ids __dx^dx \^ dxr ,^Xr V dxr^ ^ /xr dx\ 
K* X X Za X X ~^ Zj X \x X ) 



Mais on a aussi 



V ^î: >i (^^\ ^^\ ^•^'" ;i^'' ^dx^ Xr dxr 
Zj X \x X ) X Zj ^ X X Zd ^^ 



savoir (2), 



V^ dxr ^ fxr dx\ dx^ dxr ^Xr dx ^ dx 

Za X \x X ) ~~ X Zmà XX X X "^ 



donc 



sids "^ dxr / ,^ Xr dx ^ 

K^ Zj X \ X X 



d'où 



Telle est la forme qu'il convient de donner à l'expression de 
Cette formule pourrait servir, à cause de sa généralité, 
recherche des équations fondamentales de la Cinématique 
systèmes de forme variable. Mais, me bornant, pour le prése 
la considération des systèmes rigides, je poserai ^^5 = o, ce 
donne, comme condition nécessaire et suffisante de chaque d< 
cernent non accompagné de déformation, 

(4) \ dxrdixà ~\=^o, 

D s'agit maintenant de tirer de cette équation les valeurs les 
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générales des variations iXi^ îa:^,. . ., Îj:„, en fonction des coor- 
données X| , Xf, • • • ) ^n* 

Posant d'abord 

ori. voit que lesn fonctions inconnues X|, X,, . . . X„ doivent satis- 
fa.ire, en vertu de l'équation (4)) à Tidentité 

J^r J^ OX, ( 5 ^:-= I , 2 , . . n , 

ce qui exige que l'on ait 
5) f =r o, 

OX, OXr 

pour toutes les valeurs, égales ou inégales, des indices r et 5. Do 
cette équation on tire, quel que soit le troisième indice t^ 



àx 



', \ ÔXt) ~^ ÙXr \dXt) ' 



savoir, à cause de la même équation (5) appliquée successivement 
aux indices r, t, et ^, f , 



dx, 

ou enfin 

OXr dx. 



/aXA _^d^ /^\ ^^ 
, \ dxr j dx, \ dx, ) ' 



=:=0. 



Puisque r, 5, î sont ici trois indices quelconques, égaux ou iné- 
S^ux, de la série i, 2, . . . , /i, on voit, par cette dernière formule, 
T^e les n fonctions Xj , X„ . . . , X^ ont toutes leurs secondes déri- 
vées nulles. Elles sont donc nécessairen^ent de la forme linéaire 

Xr ^^^ Cr ~f- CirX\ -4- CirX-x -I- . . . -f • CnrX^y 

les quantités c^, aussi bien que les c^^, étant constantes par rapport 
aux coordonnées (et fonctions, en général, du temps) ; mais, puisque 
^^s fonctions X doivent encore satisfaire aux conditions primitives 
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m 

(5), les quantités c,, ne sont pas absolomenl arbitraires; on doil 
avoir 

pour toutes les valeurs, égales ou inégales, des indices r et s. 
Ces conditions étant supposées satisfaites, on a donc 

XO --- := Cr -r- > Cir X/, 

d'où 1*00 tire 

OXr z-Cr--7 CirXi H ^ ix. T rz:: I , 2. . . . , II. 

Multipliant par x^ et sommant par r, eu égard aux équations '2! 
et (6), on trouve 



ix 



valeur qui, étant substituée dans la formide précédente , donne 
enfin 



; 7 . X. 



Sx, r^ Cr -h \ Cir Xi \\ d X,-, 



pour /• -- 1 , 2 n. On doit compléter ces n expressions par celle 

de oj:, 

(8) hxz^-^^CiX,. 

* 

Les 71 équations (7) sont les formules différentielles fondamen- 
tales (analogues à celles d'Euler) de la Cinématique des corps so- 
lides dans un w-espace de courbure constante. Les — quan- 
tités arbitraires c^ et c„, qu'on doit considérer, généralement parlant, 
comme des fonctions arbitraires du temps ^, multipliées par J' 
(durée infiniment petite du déplacement élémentaire), sont les 
analogues des six composantes de la translation et de la rotation 
dans la théorie ordinaire. 

De Féquation complémentaire (8), qui est une suite nécessaire 
des formules (7), on peut tirer une conséquence très-importante. 
Il en résulte, en effet, que, pour tous les points du [11 — i)-espace- 
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limite j: = o (supposés reliés au système solide) , on à dx==o; 
c'est-à-dire que ces points ne quittent pas cet (n — i)-espace, ou, 
ce qui est la môme chose, que cet espace se déplace siu* lui-même, 
en restant invariable par rapport au /i-espace que Ton considère. 
Cette propriété, qui n'est ici qu'un corollaire de rinvariabilité qu'on 
i supposé à l'élément linéaire, devient au contraire la définition de 
la transformation homographique spéciale, appelée mouv^ement 
de sjrstème inv^ariable, lorsque la géométrie des espaces de courbure 
constante est envisagée, d'après MM. Cayley et Klein, comme une 
théorie projectîve générale^ la conception projective de la distance 
est la clef de cette identité admirable autant que fondamentale. 

Désignant par i/i, u^, . . . , i/» les coordonnées d'un point ou pôle, 
l'équation linéaire en Xi, x%^ . . . , j:„, 

^9) UxXy-h UiX2-^ . . .~\- Un Xn •=^ fl*, 

représente ce qu'on peut appeler le (/i — i)-plan polaire de ce point 
par rapport à l'espace limite j:= q. Si le point (m) est réel, je veux 
lire intérieur kx = o^ le plan (9) est idéal, c'est-à-dire extérieure 
r =^ o ^ si, au contraire, le point {u) est idéal, le plan (9) est réel, 
c'est-à-dire qu'il possède une région simplement connexe, et indé- 
Qnie en tous sens, intérieure à x = o. Comme, du reste, l'équa- 
tion (9) peut représenter un (n — i)-plan quelconque, on peut 
léfînir aussi les coefficients Ui, Ut, . . . , i/„ du premier membre de 
:ette équation comme les coordonnées (tangentielles) d'un [n — i)- 
plan. Or, si l'on considère le lieu limite a: = o et le plan quel- 
conque (9) comme invariablement liés entre eux, le pôle(w) du plan 
ievîent, lui aussi, invariablement lié au lieu x = O] et puisque ce 
lieu ne fait que glisser sur lui-même lorsqu'il fait partie d'un 
>ystème invariable mobile dans le /i -espace, il est évident que le 
pôle (u) doit se déplacer, lui aussi, avec le système, et par suite que 
les variations di/|, d</i, . . . , $Un des coordonnées tangentielles d'un 
[n — i)-plan, qui fait partie d'un système invariable mobile dans 
le 7i-espace, sont des fonctions de U], Ut, . . . . u„ de même forme que 
les îa:,, îx,, . . . j par rapport aux Xi, x,, .... 

Cette conclusion peut être vérifiée directement, en tirant de 
'équation (9) 
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savoir (7) 

i Cr l/r -+- 2r 2, Cir Ur Xi — 2 6V ^r 4" 2 Xr SUr = O, 

OU encore 

Ir [iUr — li Cir Ui — Cr) Xr 4" li Ci Ui = O. 

La relation que cette formule établit parmi les Xi, OTi, . . . ,x, ne 
peut évidemment diflérer de celle (9) dont on est parti ^ on aura 
donc 

ÔW,. — Cr — 2/ r,, fii 2/ Ci tfi 

1 -— — o, 

Ur a} 

d'où 

•: ' àUr - Cr -h 2i Cir Ui ] 2, d Ui, 

pour r rz:: I , a, . . . . «. Ces n formules sont parfaitement semblables 
aux formules ( 7 ) . 

Si, pendant le mouvement élémentaire du système invariable, il 
y a quelque point (j^i, x^^ . . . , jr„) qui reste immobile, les variations 
Jxi, 5xj, . . ., Jj:'„ de ses coordonnées doivent être toutes :^os 
Tinstaut considéré^ et partant on aura aussi, pour ce même poinU 
x5x =^ o, c'est-à-dire âx = o, si Ton suppose que ce point ne se 
trouve pas à la limite x=:- o. Or ces conditions, x^o, Sx^^o 
donnent, à cause de (8), 

2 Ci Xi ~- o, 
et, par suite, les conditions $Xr = o donnent à leur tour 

(10) Cir-\- lCirXi=0, rrr:!, 2,. . ., /ï, 

équations qui entraînent la précédente. 

Lorsqu'il existe un système de valeurs des Xj, x„. . .,x„ satis- 
faisant à ces n équations linéaires, il y a un point (réel ou idéal 
suivant qu'on a x\ -^ x] -{- . . .-h xl<^ou.'^ a*) qui possède 1<^ 
caractères d'un centre instantané de rotation^ et dont le (/i—*)' 
plan polaire par rapport à x =:= o est un (n — i)'plan instantes 
de glissement (idéal ou réel suivant que le pôle est réel ou idéal) 
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Or le déterminant 

des équations (lo) est, à cause de (6), égal à zéro ou à une quantité 
positive, généralement différente de zéro, suivant que le nombre n 
est impair ou pair. Donc : 

Dans un /i-espace de courbure constante, il existe toujours, lors- 
que n est pair, soit un centre réel instantané de rotation, soit 
un (/i — i)-planréel instantané de glissement pour chaque mouve- 
ment élémentaire (tout à fait général) de système rigide. 

Dans un n-espace de courbure constante, lorsque n est impair, 
il n'existe, en général, ni centre de rotation ni [n — i)-plan de 
glissement pour chaque mouvement élémentaire de système rigide ; 
mais, si le mouvement est tel qu'il y ait un centre instantané [ou 
un (n — i)-plan instantané], il y en a une infinité, formant une 
droite ou un faisceau . 

Je m'arrête, pour le moment, à ces conclusions de nature abso- 
lument générale, dont le développement et la discussion me mè- 
neraient d'ailleurs très-loin. J'ajouterai la simple remarque que la 
Cinématique ordinaire nous offre déjà, dans ses théorèmes fondamen- 
taux, des exemples particuliers des propriétés générales qui précè- 
dent. EUle nous apprend, en effet, que dans le plan il existe toujours 
un centre instantané de mouvement, tandis que dans l'espace à 
trois dimensions il n'existe pas, en général, de point analogue, ou, 
s'il en existe un, il y en a une infinité en ligne droite. Dans cet 
espace il existe toujours, au contraire, une droite instantanée, 
qu'on appelle axe central de mouvement : or ce fait s'accorde 
parfaitement avec les théorèmes précédents; car l'espace euclidien, 
lorsqu'on y considère la droite comme élément primitif (point 
^dytique) est un /i-espace de courbure constante, pour lequel n 
est pair et = 4 > il doit donc y avoir toujours un élément instantané- 
ment invariable, et cet élément, qui est dans ce cas une droite, est 
précisément l'axe central. Dans ce même cas de /i = 4 on a, comme 
ou sait, 

2 (zh C„ C«Cs, C44) = (Cu Cn 4- Cu C,, -h C34 C,j)S 

^^ dans l'hypothèse particidière c^ Cu -f- Cj» c%i -I-C14 C| j = o, le . 
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nombre des éléments invariables peut devenir infini. Cette condi- 
tion répond, ainsi qu'on peut s'en assurer, à celle de la rotation 
(ordinaire) simple. 

En adoptant, avec M. Schering, la dénomination d'espaces gaus- 
siens et riemanniens pour les espaces de courbure constante dont la 
mesure de courbure est négative ou positive (respectivement), on 
voit que les résultats précédents se rapportent aux espaces gaus- 
siens. Il y a une théorie tout à fait semblable pour les espaces 
riemanniens, et il sera facile au lecteur de la constituer d'après 
celle qui précède. U n'y a pas de différence essentielle quant ^\i\ 
/i-cspaccs pour lesquels n est impair -, mais, lorsque n est pair, le 
centre de rotation et le (n — i)-plan de glissement existent toujours 
simultanément à l'état réel, quel que soit le mouvement élémentaire. 
L'exemple le plus simple, tiré de la Cinématique ordinaire, est 
offert par le déplacement d'une figure sphérique sur sa propre 
sphère : il y a toujours alors un centre de rotation et, en même 
temps, un grand cercle de glissement (dont le centre est le pôle). 
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REVUE BIBLIOGRAPHIQUE. 

IHAMEL (J.-M.-C). — Éléments de Calcul infinitésimal. 3* édition, revue 
et annotée par M. J. Bertrand, Membre de ITnstitut. 2. vol. in-8". — Paris, 
Gauthier-Villars ; 1874-1876. Prix : i5 fr. 

Lorsque, après avoir terminé nos études élémentaires, nous avons 
immencé celle des Mathématiques spéciales, un des noms que 
>us avons entendu prononcer le plus souvent et avec le plus de 
connaissance par notre maître est certainement celui de M. Du- 
imel. On peut se faire une idée très-précise des mérites de M. Du- 
imel comme savant et comme inventeur : il suffit de lire les Mé- 
loîres si parfaits, sî achevés de forme qu'il a publiés, et qui sont 
»ut à fait dignes de celui qu'il reconnaissait comme son maître, 
[* Fourier. Mais Tinfluence considérable qu'il a exercée sur l'en- 
îignement n'est bien connue que de ses anciens élèves de l'Ecole 
olytechnique et de l'Ecole Normale. M. Duhamel était un esprit 
•ès-net, ayant horreur des raisonnements vagues, cherchant avant 
)ut la clarté et l'ordre dans l'exposition. Il avait beaucoup de goût 
our toutes les questions d'enseignement, sur lesquelles il aimait à 
auser longuement avec ses anciens élèves. Comme il avait ensei- 
né toutes les parties des Mathématiques, il avait rélléchi sur toutes, 
t il avait conçu depuis longtemps le projet de publier des Elé- 
lents de Mathématiques s'éteudant depuis l'Arithmétique et la 
réométrie élémentaire jusqu'au Calcul infinitésimal et à la Méca- 
lîque rationnelle. Ce dessein, il n'a pu le réaliser d'une manière 
omplète et en temps utile que pour le Calcul inGnitésimal et la 
Mécanique rationnelle. L'Ouvrage sur \es Méthodes dans les Sciences 
le raisonnement contient sans doute, même si l'on se borne à la 
)artie mathématique, bien des vues justes et utiles-, mais on peut 
lire qu'il est arrivé trop tard, quand la bataille était gagnée, et que 
es anciens élèves de l'auteur avaient défendu et introduit dans 
outes les branches de l'enseignement beaucoup des méthodes de 
eur maître. 

De tous les Ouvrages de M. Duhamel sur l'enseignement, celui 
|ui a*subi le plus de modifications dans ses éditions successives, 
['elui sur lequel sans doute l'auteur a le plus travaillé et qui est 

Uuii. des Sciences mnthém. et ustron., t. XI. (nécenihre 1X70.) iO 
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arrivé anssi à la forme la plus parfaite nous parait être le Calcul 
infinitésimal. Publié d'abord sous le nooi de Cours d'j4naljse de 
r Ecole Poh techniifue, c'esl seulement dans les deux dernières 
éditions qu'il a pris la forme définitive que M. Bertrand a teuu à 
lui consener dans cette nouvelle réimpression. Une analyse dé- 
taillée serait donc bien inutile; le lecteur nous permettra seule- 
ment quelques remarques sur le plan général suivi par M. Duhamel. 

Au commencement de ce siècle, les sujets de rechercbe introduits 
dans la Science par la découverte du Calcul infinitésimal commen-- 
raient à s'épuiser, et« après avoir tiré parti de Tinstrument nouveau 
({ue Newton et Leibnitx leur avaient transmis, les géomètres com- 
mencèrent à reporter plus qu'auparavant leurs pensées sur la route 
qu'ils avaient tracée, et à chercher uu mode aussi rigoureux que 
possible d*exposition des Mathématiques éle\ ées. C'est Tépoquedes 
tentatives célèbres de Lagrange, tentatives qui sont loin du reste 
de demeurer isolées et qui suscitent de nombreux imitateurs. C'est 
ainsi qu'Am[)ère cherche, en Mécanique, à donner une bonne dé* 
monstration du principe des vitesses virtuelles et une exposition 
satisfaisante des axiomes et des propositions fondamentales de la 
dynamique du point matériel; dans le Calcul iufinitésimal, il ap- 
porte sa part à l'œuvre comnmne par un essai de démonstration de 
rexistence de la dérivée, essai qui devait du reste demeurer infruc- 
tueux, comme cela a été démontré par les recherches les plus ré- 
centes. On a conservé dans le tome III de la Correspondance sur 
l'École Polytechnique la trace des ciforts de Poinsot et une indi- 
cation rapide du mode personnel d'exposition qu'il avait adopté 
dans ses leçons d'Analyse à T Ecole Polytechnique en i8i5. Elst-il 
nécessaire enfin de rappeler le nom de Cauchy, qui, dans ses Mé- 
moires, dans ses Ouvrages et dans son enseignement, a été, sinon h' 
prophète, au moins le précurseur d'un ordre nouveau, dans lequel 
on essaye de ne rien sacrifier de la rigueur des raisonnements. 

Ces tentatives, celle au moins de Lagrange, ont pour base 
rexclusion des infiniment petits. On se rappelle le titre de l'Ou- 
vrage célèbre de Lagrange : Théorie des fo^ctioss analytiques, 
contenant les principes du Calcul dijffcrentiel dégagés de toute 
considération d'infiniment petits ou d' év'anouissants , de limites 
ou de Jluxions, et réduits à l'analyse algébrique des quantités 
finies. Aussi, sous rinlluence puissante de Lagrange, rem|)l«'i 
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de la méthode infinitésimale était presque universellement con- 
damnée, si bien que, dans son éloge de Jacobi, Lejeune-Dîriclilet 
fait un mérite au grand géomètre allemand d'avoir osé adopter cette 
méthode au début de sa carrière et d'avoir essayé de' la relever du 
discrédit dans lequel elle était tombée. 

C'est justement l'emploi des infiniment petits, concilié avec la 
rigueur dans les raisonnements, qui constitue le mérite du mode 
d'exposition auquel s'est arrêté M. Duhamel. De tout temps, il avait 
eu la plus grande admiration pour les créateurs de la méthode infi- 
nitésimale, et plusieurs de ses travaux consacrés à Roberval, Fer- 
mât, Descartes montrent avec quel soin il a étudié le développe- 
ment de cette méthode, avant même Newton et Leibnitz, depuis 
Archimède. Son Ouvrage porte la trace de ces études profondes, 
Bt ses méthodes sont acceptées aujourd'hui, même par ceux des 
géomètres de l'école de Lagrange qui, sans bannir la méthode 
infinitésimale, en font l'emploi le moins étendu possible, pour lui 
substituer celle des limites et le calcul des dérivées. 

Bien des Chapitres du Calcul infinitésimal seront transformés, 
bien des parties seront à refaire dans l'Ouvrage de M. Duhamel, 
comme dans tous ceux du même genre. Une portion du premier 
volume conservera toujours, selon nous, son intérêt, son utilité et 
sa valeur : c'est le Livre I qui est consacré à l'exposition et à des 
applications directes delà méthode infinitésimale proprement dite, 
et où l'auteur, en la séparant nettement des règles du Calcul diffé- 
rentiel et intégral, en fait mieux comprendre l'utilité et le véritable 
caractère. Cette distinction entre la méthode et les moyens de l'ap- 
pliquer constitue le fondement même de l'Ouvrage, comme le fait 
remarquer l'auteur : 

ce Ainsi D , dit-il en terminant sa Préface, (c dans cet essai, que nous 
espérons rendre un jour moins imparfait, notre objet a été l'étude 
de la méthode infinitésimale considérée en elle-même, et les pro- 
cédés si importants du Calcul diflërentiel et du Calcul inverse ont 
été les moyeas d'exécution des opérations auxquelles cette méthode 
a ramené la solution des questions qu'elle s'est proposées. Cette 
subordination, que nous avons tenu à rendre bien explicite et bien 
sensible, donne la raison de l'ordre que nous avons suivi dans cet 
Ouvrage et du titre que nous lui avons donné. » 

M. Bertrand, qui publie la nouvelle édition, s'est contenté d'à- 
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jouter des Notes tirées de son grand Traité et qui traitent de la 
théorie des fonctions de variables imaginaires, des intégrales défi- 
nies prises entre des limites imaginaires et des éléments de la théo- 
rie des fonctions elliptiques. Ainsi se trouve comblée une lacune 
que le temps avait produite dans une œuvre qui mérite de vivre et 
d'être proposée, pendant longtemps encore, comme guide aux élèves 
et aux maîtres. 

Au point de vue matériel, Tédition est tout à fait digne des pré- 
cédentes et fait le plus grand honneur à M. Gautliier-Villars. 

G. D. 



REVUE DES PUBLICATIONS PÉRIODIQUES. 

MÉMORIAL DE L'OFnCIER DU GÉNIE, ou Recueil de Mémoires, Expé- 
riences, Observations et Procédés propres a perfectionner la forti- 
fication ET les constructions MILITAIRES, rédigé par les soins du Comité des 
Fortifications, avec Tapprobation du Ministre de la Guerre. In-S**. 

i~ série. Tomes I à XV (i8o3-i848). 

2* série. Tomes XVI à XXIV et suivants (1854-1875). 

Cette publication, fondée par le général Marescot et rédigée par 
les soins et sous la direction du Comité des Fortifications, a pour 
objet (c de développer l'art de Tingénieur militaire, de propager 
l'instruction dans le corps du Génie et d y établir un mode uniforme 
pour l'exécution et l'économie des ouvrages ». 

Le Mémorial, « restreint aux généralités de la Science », ne 
renferme pas d'études historiques ou critiques, ni de description 
des places fortes de France et de l'étranger, ni d'études sur l'orga- 
nisation administrative du service et du corps du Génie. C'est, 
avant tout et en résumé, un recueil technique, dans lequel se 
trouve exposé le détail des perfectionnements apportés à la théorie 
et à la pratique de la construction. 

Les tomes I à XV inclusivement forment une première série; les 
tomes XVI et suivants, une deuxième série. 

Ces divers volumes ont paru à des époques irrégulières, à quatre 
ou cinq ans d'intervalle; mais, depuis 1872, la publication seniMe 
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avoir pris plus d'importance et de rapidité et être entrée dans une 
voie nouvelle et féconde. 

Les quinze premiers volumes (dont les deux premiers ont été 
réédités en 1821) renferment i43 articles ou Mémoires sur divers 
points de Tart des constructions. On en trouve : 

18 sur Téquilibre ou la manœuvre des ponts-levis; 

1 4surles manœuvres d'eau (barrage, épuisement, jaugeage, etc.); 

10 sur l'emploi de divers matériaux de construction-, 

9 sur l'installation des cuisines, latrines, accessoires du caserne- 
ment des troupes, etc. ^ 

7 sur la poussée des terres 5 

6 sur chacun des sujets suivants : fours de campagne, charpente, 
protils de revêtement, déûlement, instruments et méthodes de le- 
vers topographiques; 

5 sur chacun des sujets suivants : poussée des voûtes, expériences 
sur les mines militaires, pratique de l'art de construire, pompes 
et moteurs hydrauliques, fondation des maçonneries; 

4 sur les magasins à poudre; 

3 sur l'armement des places, la construction des blindages, etc. ; 

a sur l'hygiène. 

Les autres Mémoires sont relatifs à des questions plus particu- 
lières (plantations^ travaux de sape, blockhaus, collections de 
plans, etc., etc.). 

Nous ne pouvons faire ici l'analyse d'une collection aussi éten- 
due. Les Mémoires exclusivement mathématiques sont en très-petit 
nombre, et, bien qu'ils soient dus à des ingénieurs d'une grande 
autorité et d'une profonde expérience, il est juste de dire que les 
théories qu'ils renferment ont élé modifiées depuis et basées sur 
des principes nouveaux. 

Nous nous bornerons donc, pour la première série de ce Recueil, 
au résumé que nous venons de donner et qui nous parait traduire 
fidèlement l'esprit dans lequel s'est maintenue la rédaction du Mé- 
morial de V Officier du Génie. 

La seconde série du Mémorial^ très-diiïérente, pour le fonds, de 
tous les numéros précédents, a commencé en i854 par l'édition du 
tome X\L 

Nous croyons devoir indiquer les divers articles qui composent 
;es derniers volumes, en ne donnant que le titre de ceux qui n'ont 
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pas spécialement les Mathématiques pour objet. Nos lecteurs jug 
roiit aisément, cVaprès cette analyse succincte, que Tulile publica — 
tion du Aléniorial de l'Officier du Génie se recommande aujour — 
d'hui par une plus grande variété dans les sujets d*étude. 

Tome XVI; i854 (a* série, t. 1). 

Deniéport. — Compte rendu sur la construction, en 1847^ 184^ 
et 1 849, du pont de la Sorille à Sedan, (38 p., 3 pi.] 

Geket. — Note sur les ponts-leuis dits en zigzag, (4 Pm * P^ -J 

(jeket. — Notice sur les garde-corps des ponts-lev^is. (ai p.^ 

api.) 

Séré de Revière. — Notice sur l'emploi de plans automoteurs 
dans la construction du fort du cap Brun, à Toulon, (a4 p., ^p'*) 

Deniéport et Jourdain. — Note sur un mode de réparation 
des escarpes employé à Sedan, (4 P-? * p'-) 

Fabré. — Notice sur la ferme funiculaire, (i5 p., 1 pi.) 

C A RUER. — Note sur V emploi, aux fortifications de Paris, de 
la machine à écoperche pour le transport vertical des terres. 
(lap., 2 pi.) 

Saint-Quentin. — Note sur la machine dite écoperche doublf, 
employée au terrassement de la place de Douai. (8 p., 2 pi.) 

Coula iNE (de). — Note sur une nouv^elle forge pour le ferrage 
des chev^aux. (4 P-j ^ P^) 

Verdal (de). — Note sur les précautions prises pour fixer to 
remblais du fort des Saumonards et les sables em^ironnants, (4 p*) 

Gageot. — Note sur le moyen employé pour exécuter écono* 
miquement les terrassements des glacis du fort Risban, à Calais* 

{3 p.) 

Bichot. — Notice sur la boussole topo graphique. (18 p.) 

GouLiER. — Mémoire sur la stadia et sur les instruments ser* 
v^ant, conjointement a\^ec elle, au mesurage des distances. (5o p»> 

api.') 
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Laussedat. — Mémoire sur l'emploi de la chambre claire dans 
les reconnaissances topo graphiques, (4^ p.» a pi.) 

Grasset. — Mémoire sur la mesure des surfaces et des volumes 
et sur la détermination de leurs centres de grauité, avec une ap- 
plication à la poussée des voûtes cylindriques, (42 p., i pi.) 

Parmentier. — Note sur la comparaison des différentes mé- 
thodes d' approximation pour la quadrature des courbes. {10 p., 

ipi.) 

Bazin. — Résistance des panneaux à la balle de calibre, (a p.) 

Tome XVII; 1864 (a' série, t. II). 

La Gréverie (de). — Notice sur un appareil à plans inclinés 
employé au transport vertical des terres. (a4 P»? i p'-) 

Exposé des lois relativfes aux courants électriques. (16 p., i pi.) 
Bésumé, d'après les Ouvrages de Physique, des lois et formules 
nécessaires a l'étude des Mémoires sur les applications de Télcct ri- 
cité. 

Barisien. — Mémoire sur l'application de l'électricité dyna- 
mique à r inflammation des fourneaux de mine. (44 P* 9 i pl*) 

Compte rendu des expériences sur un barrage à aiguilles ver- 
ticales, exécuté en 1862 au pont sur la Moselle, à Tliionville. 
(17 p., I pi.) 

La Gréverie (de). — Notice sur les revêtements avec voûtes en 
décharge. (34 p. , i pi.) 

Blondeau. — Expériences sur un ventilateur à force centri- 
fuge. (3i p., I pi.) 

Martin (G.). — Note sur un déblai de roc exécuté au fort du 
Roule, à Cherbourg, en i85i et iSSa. (11 p., i pi.) 

Benoît. — Mémoire sur les appareils de chauffage et de venti- 
lation construits à l'hôpital militaire de Vincennes. (48 p., 4 p'-) 

Laussedat. — Mémoire sur l* application de la Photographie 
lu lever des plans. (64 p., 2 pi., 5 fîg.) 
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Javary. — Opérations photographiques, (3i p., 5 fig.) 

Kleîx*. — Mémoire sur l'électricité appliquée à rinflammatioi 
des fourneaux de mine, (66 p., a pi.) 

Tome XVIH; i868 (a* série, t. IH). 

CoATPOA'T (de). — Mémoire sur les perspectii^es rayonnantes e-- ^ 
leur application au défilement, (3j p., i pi.) 

Peaucellier et Wagner. — Mémoire sur l'amélioration rfe— — 5 
pontS'levis et des entrées des places fortes . (6o p., 3 pi.) 

Compte rendu des trav^aux de démolition par la mine, exécut^^ 
à Séhastopol, en i835 et i356, par le Génie militaire francaiss- , 
(47 p., api.) 

GouLiER. — Mémoire sur le télémètre à prismes, appareil don». - 
nant la distance au but pour le tir des bouches à feu et les recon^ — 
naissances. (53 p., i pi.) 

Peaucellier et Wagner. — Mémoire sur un appareil diastim^z:^- 
métrique nouveau, dit appareil autoréducteur ^ (98 p., 3 pi.) 

Tome XIX; 1872 (2* série, t. IV). 

Barisien. — Rectifications proposées à deux Mémoires c^^^ 
MM, les généraux Poncelet et Ardant sur la stabilité des revt 
tements. (i4 p., i pi.) 

Morellet. — Mémoire sur la question des démolitions peu* 
mine. (173 p., 2 pi.) 

Bardonnaut. — Note sur la mise du feu aux mines au moje^^ '^ 
de l'électricité. (52 p., i pi.) 

Devèze et Barisien. — Mémoire sur le pont-levis à contre-poii 
constant a^ec spirales de la porte Randon, à Grenoble, (33 p. 
2 pi.) 

Mangin. — Mémoire sur un nouv>eau pont-lev^is à contre-poii 
variables et à poulies mobiles, (22 p., i pi.) 

Varaigne. — Mémoire sur la réparation des ponts de chemi^^^ 
de fer, (71 p., 3 pi.) 



i 
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fON. — Extrait d'une Note relatwe au choix des arbres des- 
à être débités en blindages et en palissades, (6 p«? i pi.) 
; même volume renferme une étude de ponts-levîs à bascule 
essous et à bras indépendants, d'après un type adopté par le 
îté des Fortifications. (i4 p*9 2 pi-) 

;s XIII Planches qu'il contient ont été obtenues à la lithopho- 
iphie du Dépôt des fortifications; celles des volumes précé- 
s ont été gravées sur acier. 

3us retrouvons encore des Planches de lithophotographie dans 
olumes XX et suivants-, mais, à partir du tome XX, le Mémo- 
a été enrichi de nombreuses figures intercalées dans le texte 
ciiitant ainsi sa lecture et sa compréhension. Ce détail d'exé- 
»n typographique a son importance, et ajoute aux qualités qui 
Qguent aujourd'hui celte publication, parmi tant d'autres qui 
int, comme celle-là, des presses de la maison Gauthier-Villars. 

ne XX; 1872 (2* série, t. V). 

; tome XX (4oa p., 1 15 fig. et 4 plO est entièrement consacré 
îJtude théorique et pratique des djnamiles et de quelques pou- 
brisantes dérivées de l'azote, par M. Fritsch, capitaine du 
le, 

îtte monographie complète sera très-utilement consultée, en 
>n de l'emploi, devenu plus fréquent, de la dynamite. 

ne XXI; 1873 (2* série, t. VI). 

sTiT. — Effet du tir sur les oui^rages de Paris (i 870-1 871). 
:hes du fort d'Issj (63 p., 34 fig., i pi.) 

STIT et VijvcLAiRE. — Plan du bombardement de Paris. (4 p., 

•) 

îLTiER. — Rupture des tunnels et des ponts entre Vernon et 
en, etc. (17 p., i3 fig.) 

iMBRUN. — Effets des mines militaires. 

iscussion des formules de Lebrun. Nouvelles recherches théo- 
Bs sur l'expression des cfiets souterrains de la poudre. (86 p., 

g-) 
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Dambrun. — Recueil d'expériences sur les effets souterriùns 
des fourneaux de mine. (loo p., 69 fig.) 
Suite du Mémoire ci-dessus. 

RicouR. — Mémoire sur les mines militaires. (67 p., 4 p'» 
3aflg.) 

Description raisonnée et construction d*uu abaque donnant la 
solution des questions relatives aux charges des fourneaux de mine, 
d'après les formules de Lebrun. 

Guillemot. — Figure donnant les charges de fourneaux quel- 
conques. (14 p., a fig., I pi.) 

Del4mbre. — Mémoire sur un manuel-memento du minew, 
av^ec abaque, etc. (4o p., 8 fig., a pi.) 

Roulet. — Etude d'une machine élévaloire. (3o p., 2 fig., 

I pi) 

Cette machine est semblable à la fontaine de Héron; son rende- 
ment varierait de 3o à 39,5 pour 100. 

Mamgiiv (A.). — Mémoire sur trois projets d* affûts à éclipse. 
(21 p., 9 fig., I pi.) 

MàMGiN (A.). — JVote sur un nouveau sjslème de télégraphie 
optique. (3p.) 

Tomo XXII; 1874 (a* série, l. VII). 

Grillon. — Etude sur le casernement de la cav^alerie en France. 
(iio p., Sa fig.) 

Peaucellier. — Emploi du planimctre polaire de M. Anislt^r 
dans le dessin de la fortification. (28 p., 12 fig.) 

Théorie mathématique^ très-intéressante et très-complète, Jf 
remploi de l'instrument imaginé par M. Amsler pour évaluer mé- 
caniquement la surface d'une courbe plane et donner ainsi la so- 
lution d'autres problèmes qui dépendent du précédent, tels que la 
cubature de certains solides et la détermination de leur centre de 
gravité. 

Cette étude, datée d'avril i863, débute par des considérations 
générales sur Futilité des méthodes expéditives pour la mesure des 
surfaces planes et des volumes quelconques; puis vient Texposé 
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is cinq ou six méthodes les plus usitées pour la quadrature des 
irfaces ou la cubature des volumes. L*aulcur décrit ensuite le pla- 
mètrc polaire d'Amsler, plus simple et moins coûteux que le pla- 
inètre sommateur de M. Beurriée, employé par l'administration 
I cadastre, et que le planimètre à cône de jNIM. OppikoiVer et 
mst. Le planimètre d'Amsler est fondé sur le principe géomé- 
îque suivant : Deux droites finies OÂ = a, AM = &, articulées 
L A, forment un triangle variable OAM, dont le sommet O reste 
ce, tandis que le point M se meut suivant une courbe donnée de 
iperficie S, enveloppant le point fixe O. Sur le prolongement RM 
i AM, à une distance constante AR = d, se trouve une roulette 
'ant la droite AM pour axe. 
Cela posé, la stirface cherchée est égale à une quantité constante 

7r(rt»-+-ft'-T-2ft3), 

iginentée d'un rectangle ayant pour base la ligne constante b et 
>ur hauteur la quantité D, dont la roulette mobile s'est dévelop- 
pe en roulant sur le plan de la courbe, après le parcours total de 

courbe donnée par le point M. 

Dans le cas d'une courbe extérieure par rapport au pivot fixe, 

superficie de la courbe décrite est égale à celle d'un rectangle 
'aut pour base la longueur constante b et pour hauteur la quan- 
lé dont s'est développée la roulette mobile. 

Le travail d'étude est terminé par Tindication des propriétés du 
auimètre, permettant la détermination des centres de gravité des 
Lrfaces et des volumes, celle des expressions de la forme 

de Taire d'un polygone défini par ses sommets. 

M. Hirn vient de publier aussi une théorie analytique etélémen- 
ire du planimètre d'Amsler, dans laquelle il a signalé l'intéres- 
nte application qu'il a faite de la roulette de ce planimètre comme 
talisateur à son pandynamomètre de torsion, qui permet d'enre- 
strer exactement le travail pendant des journées entières. 

Richard (J.). — Expériences faites en 1869 à l'Ecole régimen- 
lire d'Arras avec les pjrothèques et une nouvelle machine rfy- 
^mO'électriquc à basse tension, (33 p., i pi.) 
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RoussET et Delambre. — Etudes sur la fabrication des amorces 
à emplojer pour mettre le feu aux mines au mojen de [électri- 
cité de tension, (i lo p., 67 Cg.) 

Barisien. — Note sur la manœuv^re du pont-levis à contre-poids 
constant av^ec spirales du colonel Dev^èze. (i4 p-> 4 fig-) 

Nous signalerons la proposition suivante : m Si une développante 
de cercle tourne autour du centre de ce cercle, rextrémité d'un fil 
vertical, enroulé sur cette courbe, décrit une parabole. » 

Percin. — Notice théorique et pratique sur la manœuvre du 
pont-levis à contre -poids constant avec spirales du colonel Deveze. 
(48 p., 24 Cg.) 

Curie. — Note sur le réglage des ponts-lcvis. (10 p.) 

PouLAiw. — Nouv^el organe mécanique réciproque de transfor- 
mation du mouv^ement^ circulaire alternatif en rectiligne alterna- 
tif (12 p., 1 fig.) 

Ce nouvel organe peut être considéré comme une modification 
ingénieuse de la disposition de la balance de Roberval à plateaux 
supérieurs. Les tiges verticales qui portent ces plateaux sont gui- 
dées par des glissières et soutenues, par un galet, sur une rainure 
pratiquée à Textrémité des bras du fléau. L'auteur arrive à uriren- 
dément de Oj^gj. 

Javary. — Mémoire sur les applications de la Photographia 
aux arts militaires. 

Intéressante question, dont Arago parait avoir été le promoteur. 
Ce Mémoire est divisé en deux Parties : i® application de la Photo- 
graphie aux levers. Nivellement. Reconnaissances. Panoramas, etc. 
2® Reproductions photographiques. Précautions à prendre. Procé- 
dés opératoires. Stabilité des images, etc. 

La Noë (A. de). — Extrait d' une Note sur la reproduction des 
dessins au moyen du papier préparé au ferroprussiate de potasse- 

(4 p.) 

Fritsch. — Les dynamites; suite au Mémoire inséré au n^ ^ 
du Mémorial. (89 p.) 

N'oublions pas de dire que le volume que nous venons d'analy- 
ser est orné d'un remarquable Portrait de Vauhan, par Ch. ^ 
Brun. 
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Tome XXi;i; 1874 (2* série, t. VIU). 

Mangin ( a.) . — Mémoire sur le système de télégraphie optique 
e la défense de Paiis, (45 p., 2 pi., 6 Cg.) 

Etude raisonnée des divers systèmes de télégraphie optique î mâ- 
nes par MM. Lissajous et Cornu, et perfectionnés par MM. Brion, 
lussedat et Â. Mangin. 

Notice sur la nouv^elle carte de France à ttvzt:* dressée au Dé- 
H des fortifications , (19 p.) 

Grillon. — Etude sur le casernement de l'infanterie en France. 

J5p.,49 %•) 
Continuation du travail d'ensemble commencé dans letomeXXD. 

Wagner. — Note sur une mire parlante spéciale imaginée par 
f. le garde du génie Marc pour lire directement les altitudes. 

Description d'une mire parlante employée, depuis quelques an- 
k*s, à la brigade topographique. 

Wagner. — Des méthodes de leviers en usage à la brigade 
pographique et de l'emploi d'un no ui^el instrument (appareil 
^molographique de MM. Peaucellier et TVagner)^ destiné à suh- 
ituer aux opérations habituelles des procédés purement méca- 
ques, (53 p., 1 pi., 6 Cg.) 

Description et emploi de Y homolo graphe^ basé sur une propriété 
1 système articulé nommé depuis élément ou inverseur Peaucel- 
2r, qui a valu à son auteur une si juste célébrité. 

CoRBiN. — Mémoire sur les cuisines à vapeur. (87 p., i pi., 

LoYRE. — Note sur U emploi des marmites therniostatiques cliauf- 
res par l'introduction de la vapeur d'eau. (24 p., 7 fig.) 

MoRiN (le Général). — Note sur l'espace cubique et sur le 
olume d'air nécessaires pour assurer la salubrité des lieux 
%bités. (10 p.) 

Extrait des Comptes rendus des séances de V Académie des 
ciences, séance du 4 août 1873. 
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Fritsch. — Les djnaniiles. (224 P-i ^07 ^g) 

Suite des Mémoires insérés au Alémorial^ tomes XX et XXII. 

T. XXIV; 1875 (2" série, t. IX). 

Marcille. — Notice sur le rétablissement du pont de Clerval 
(sur le Doubs) en janvier 1871. (17 p., 6 fig.) 

Marcillb. — Note sur la destruction du tunnel de Alartainville 
en septembre 1870. (8 p., 3 fig.) 

Baill y-Maître. — Mémoire sur la mise en place et le fonc- 
tionnement des barrages de la Moselle, à Thionville, pendant le 
blocus de 1870, et sur les améliorations dont ces systèmes de bar- 
rage sont susceptibles. (3d p., 16 fig.) 

Sadoux. — Compte rendu des t râteaux de roctage exécutés au 
fort de la Croix-Faron, suivi d'observations relatives à l'emploi 
des dynamites et du coton-poudre comprimé. 

Curie. — Nouvelles expériences relatives à la théorie de la 
poussée des terres, (70 p., i6fig.) 

Nos lecteurs trouveront dans le Bulletin (t. TI, p. aia-, l. VI^ 
p. 87) un résumé des Communications faites à F Académie des Scien- 
ces par M. le commandant Curie et de la discussion des méthodes 
de MM. de Saint- Venant et Lévy. 

L'auteur établit que les surfaces de rupture dans un remblai dé- 
pourvu de cohésion sont bien réellement planes et que, dans les 
terrains argileux, elles doivent être des cycloïdes, comme M. Col- 
lin Ta conclu de nombreuses observations, dans un Ouvrage qu'il a 
publié en 1846. 

Peaucellieu. — Mémoire sur les conditions de stabilité des 
voûtes en berceau. (54 p-^ 27 lig.) 

Insuffisance des méthodes connues pour Tétude des conditions de 
stabilité des voûtes. Principe et méthode de vérification géoméf^' 
que de la stabilité des voûtes en berceau. Résistance limitée de 1* 
matière, modifications qu'elle apporte à l'étude des conditions de 
stabilité d'une voûte et constructions h faire pour apprécier la sta- 
bilité d'une voûte donnée. 

GouLiEu. — Note sur les niveaux à collimateur. (18 p., i4 ^S*' 
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JLIEH. — Description raisonnée des mires de nivfellement de 
le d'application de l'artillerie et du Génie (a4 P*) 36 Cg.) 

JLIER. — Note sur une boussole nis^elante en met al, organi- 
que du service du Génie. (3o p., 5 fîg.) 

JLIER. — Notfî sur la lunette anallatique de M. Goulier. 

1 4%-) 

JLIER. — Note sur div^ers instruments de niv^ellement propres 
utilisés en campagne, et dont la plupart sont susceptibles 
improvisés au moment du besoin. 

.ORD et GouLiER. — Note sur le téléiconographe de MM. Hé- 
t Fiollet'le-Duc. (i i p., a fig.) 

îSEiGNEMENTS sur le poids des charges de dynamite Nobel 
à employer pour détruire des maçonneries, (lo p.) 
duit et extrait d'un Mémoire de M. le major Julius Vogl. 

LOwiQUE (le Général). — Emploi de l'asphalte dans les con- 
ions militaires . (i3 p.) 

UE, De Lapparemt, Heicivebert, Massu, Loisy, Delacroix, 
IN, Le Beurriée, Merlin (F.), Villebonnet. — Notes di- 
sur l'art des constructions , (3ip.,22iig.) H. B. 



lEDlXGS OF THE LiTERARr AND Philosophical Societt of Man'chbster. 

eV (i865-i866). 

:kle. — Sur les corésohants. (2 p.) 

FTON. — Essai de description de tous les phénomènes ten- 
à ramener l'émission de la lumière à des principes mécani- 

(5 p.) 

kendell. — Sur l'étoile variable S du Dauphin. 
3uis la découverte de sa variabilité en i863, Tauteur conclut 
ette étoile a eu un maximum d'éclat le i4 octobre i863, la 
eur étant 8,5. Le maximum suivant a été observé le la sep- 
•c 1864 '' grandeur 8,3, et le troisième le 9 août i865 : 
eur 8,9. L'intervalle moyen entre ces maxima est donc de 
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332 jours. Dans le n** 1523 des Astrononiische Nachrichten, le 
D"" Schonfeld mentionnaît une observation de celte étoile, faite le 
8 septembre i855 et notée de 9* grandeur; mais, n*ayant pu être 
répétée le 9 septembre ni le 20 novembre par Argelander, on 
dut la considérer comme douteuse. La discussion de cette obsena- 
tion conduit h cette conclusion qu'un maximum a du se produire 
vers le 12 août i855. En résumé, la période de cette étoile parail 
être de 33 1^,8. 

La courbe de sa variabilité montre que son éclat croit beaucoup 
plus rapidement qu'il ne diminue. Lors de sa dernière observation, 
elle a passé de la i3^ grandeur à son maximum en 48 jours, puis 
elle est revenue en 89 jours à sa grandeur initiale. Elle reste au- 
dessous de la grandeur i3,5 et invisible au télescope de puissance 
ordinaire pendant la moitié de sa période complète. 

La couleur de cette étoile est nettement rougeàtre et se fonce à 
mesure que Téclat diminue. C'est à la couleur de cet astre qu'il 
faut sans doute attribuer la différence de grandeur de 0,10 qui 
existe entre les observations de l'auteiu* et celles de M. Knott, qui 
plaçait aussi un maximum d'éclat le 1 1 août i865, grandeur 8,8, 
tandis qu'il a dû se produire exactement le 9 août. 

Rrotheas. — Description d'un appareil de photographie ce- 
leste, (18 p., I pi.) 

Baxendell. — Sur la variabilité de l'étoileT de l'Aigle (3p., 

L'auteur en avait annoncé la découverte le la novembre i863. 
La période parait être de 102^, 4. Époque du maximum, 24,1 jan- 
vier i865. 

Son éclat varie de 9,2 à 11,2. Le principal maximum a lieu 
64 jours après le minimum^ un second maximum a lieu 6*3 jours 
après le premier. 

Baxewdell. — Sur la variabilité de l'étoile S de la Couronne. 

(3 p., I lig.) 

Découverte par Encke le 5 août 1860, et signalée dans le n° 1281 
des Astr, Nachrichten, 

Période moyenne, 357-^, 2 5 époque du maximum, 10,6 août i863. 

Knott. — Sur la variabilité de l'étoile R du Petit Renard- 
(10 p., 2 lig.) 
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Observée depuis i8o3 par Plâzzi Smyth, cette étoile varie de la 
grandeur 7,77 à la grandeur i3, 14. Sa couleur est rose clair. Pé- 
riode 187^, 55; époque du maximum, 17,5 juin 1864. 

La courbe de sa variation d^éclat est très-régulière; le maximum 
se produit 66 jours après un minimum et 71^,6 avant le suivant. 

JoHBSOiv. — Sur la chambre pantoscopique (10 p., 6 fig.) 

RifOTT. — Résultats de la comparaison des grandeurs d'étoiles 
Indiquées dans les catalogues de Bedford et de Bonn, (4 p*) 

BAXEnnELL. — Sur une nouvelle étoile variable Kde la Coupe. 

Tome VI (1866-1867). 

Khott. — Sur la grandeur combinée de deux étoiles en voisi" 
nage immédiat, (a p.) 

BAXEimELL. — Obsersfations d'une noui^elle étoile variable T 
de la Couronne. (5p.) 

Indication détaillée de ses changements de couleur et d'éclat. 
Cette intéressante étude peut être résumée ainsi qu'il suit : 

Dates. Grandeur. Couleur. 

1866. i5 mai 3,7 Blanche. 

16 mai 4,2 Couleur de crème. 

ao mai 6,2 Foncée. 

ai mai 7,1 Plombée. 

24 mai 7,7 Blanc mat. 

29 mai 8,4 Jaune orangé terne. 

25 juin 9,6 Jaune orangé. 

26 juin 9>7 Orangé. 

1 1 juillet 9,7 Jaune terne. 

3i août 9y3 Jaune mat. 

i4 septembre 7,9 Jaune mat. 

1 5 septembre 7,8 Jaune. 

10 octobre 7,5 Jaune. 

19 novembre 8,3 Rose orangé mat. 



l^s observations spectroscopiqucs n'ont pas encore permis de se 
prononcer sur la cause probable de ces variations singulières. 

^tt//. des Sciences mathim, et tutron., t. XI. (Décembre 1876*) 
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ScH''»5rcLD. — Résuliais (Tobsen'alionsd^éioil&s i^ariables faites 
à V Obscr\*aioire de Mannheim, (3 p.) 
Indications sommaires sur a5 étoiles. 

Baxc^ideli.. — Eléments de l'étoile variable R de Persée. 

Période, 206^,8; époque moyenne, 10,7 août 1 864 ? variant du 
la grandeur 8,7 à la i3^ grandeur. 

RiiOTT. — Sur fétoile x^ariable R du Petit Renard. ( i p.) 

Ransome l'A.). — Sur les conditions de V action moléculaire. 
(6 p.) 

HiND. — Ephèmérides de 71 étoiles variables pour l année 
1867. ^3 p.) 

Tome VU (1867- 1868 . 

Brothers. — De la couleur de la Lune durant les éclipser. 
(3 p.) 

CocKLE. — Mémoire sur Véi^aluation des intégrales, (2 p.) 
(( Les procédés que j*ai indiqués )>, dit Tauteur, ce dans mon 
travail sur la conversion des intégrales (PhiL Mag,, Suppl., juil- 
let 1867, p. 537), reposent sur TappHcation directe delà discussion 
des recherches de MM. Harley et Cayley à certains résultats aux- 
quels Boole était déjà parvenu. Le présent Mémoire a pour objel 
de donner une forme plus générale et. peut-être aussi, un exposé 
plus lucide à une partie des méthodes employées dans TOuvragc 
précédent. 

)) Depuis, M. Harley et moi, nous avons été conduits, chacun 
de notre côté, à la généralisation d*un des résultats obtenus par 
Boole, qui consiste dans l'application des méthodes de ce géomèu^ 
à des formels d'équations trinômes dilîérentes de celles qu'il avait 
discutées. 11 est, d'ailleurs, juste de dire que la communication que 
m'a faite M. Harley à ce sujet renferme l'exposé de sa généralisa- 
tion, la mienne pouvant alors servir de vérification à la sienne cl, 
peut-être aussi, aux deux méthodes à la fois. » 

WiLKiNsoN. — Sur divers points de In restauration des poris- 
mes d'Euctide. (5p.) 
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Réclamation de priorité en faveur de Simson. Extraits d*une 
Gorrespondance à ce sujet entre Ch. Wildbore et John Lawson. 

BiRT. — Sur une tache ^variable de la surface de la Lune, 

(>p.) 

Réflexions sur les variations du cratère de Linné. 

ScHMiDT. — Note sur le sujet précédent, ( i p.) 

Dyer. — Simples notes sur les lois des forces physiques, (8p.) 

KiRRMAN. — Note sur un essai de résolution des équations al- 
gébriques, par feu Hargreave. (5p.) 

Rectifications au sujet de l'équation du cinquième degré. 

KiRRMAif. — Suite du même article, (8 p.) 

H. B. 



ANNALES DES Po.vrs et Chaussées ('). 
5* série. Tomes I à V (1871-1875). 

Sous \it\S\xfid! Annales des Ponts et Chaussées, le service général 
des Ponts et Chaussées publie, tous les mois, un Recueil consacré 
aux a Mémoires et documents relatifs à l'art des constructions et au 
service de l'ingénieur : lois, décrets, arrêtés et autres actes concer- 
nant l'Administration des Ponts et Chaussées » . 

Cette publication forme déjà quatre séries complètes, embras- 
sant chacune dix années. Elle a commencé en i83i, et elle est 
placée sous le contrôle d'une Commission nommée par le Ministre 
des Travaux publics. 

Chaque cahier mensuel, composé en général de dix à douze 
feuilles d'impression et de deux Planches ou cartes gravées, se 
divise en deux Parties. La première renferme les Mémoires et 
documents techniques^ la seconde contient les lois et documents 
relatifs aux affaires administratives et litigieuses. Chacune de ces 
parties présente une pagination différente et suivie, pour que l'on 
puisse former chaque année trois volumes, savoir un volume de 

(') In-R^. Paris, Dunod, éditeur, 49> ^""i des Auf^ustins. 

'7- 
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Mémoires et documents par semestre, et un volume des loi. s, 
décrets, etc., publiés durant Tannée entière. 

Une cinquième série est en cours de publication depuis Tanik^e 
1871. Elle renferme, comme les précédentes, d'intéressants !M<5- 
moires sur les applications des Mathématiques à Part des construtc:. 
tions, et, pour ce motif, nous avons cru devoir présenter une 
analyse succincte de la partie technique de cette dernière série. 

Tomo I; année 1871. 

Bazin. — Etude comparatwe des formules nous^ellement pro- 
posées pour calculer le débit des canaux décou\ferts. (34 p-) 

Ces formules sont monômes ou binômes. Les premières, en rai- 
son de leur excès de simplicité, ne se prêtent pas à la représentation 
des phénomènes. On leur donne plus de généralité en admettant 
deux exposants fractionnaires et variables avec la nature de la 
paroi. 

Les formules binômes se ramènent à deux types principaux : 
d'un côté, la formule des ingénieurs américains, MM. Humphi*eys 
et Âbbot, de l'autre, les dérivées de la formule binôme admise 
par M. Darcy pour les tuyaux, 

et étendue par M. Bazin aux canaux découverts 

U étant la vitesse moyenne, R la profondeur moyenne, I la pente 
moyenne. 

Pierhe. — Note sur l'approximation sur laquelle on peu^ 
compter dans la méthode actuelle de calcul des poutres à plusieurs 
traitées, (7p.) 

Lechalas. — Note sur les ri\fières à fond de sable, (5o p.) 

MicHAL. — Deuxième Note sur le jaugeage des ecuix courantes^ 
au moyen des dév^ersoirs, (i 1 p.) 

Renoust des Orgeries. — Mémoire sur les poutres droites. 
(104 p., I pi.) 
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Conditions de maximum relatif de résistance. Mode correspon- 
dant de flexion et aperçu du parti qu'on peut en tirer pour le per- 
fectionnement du calcul des moments fléchissants dans les poutres 
continues à section variable. 

Tome n; année 1872. 

Decomble. — Calcul des dimensions des dalles employées en 
coui^erture d'aqueducs, (3o p., 1 pi.) 

CoLLiGiiON. — Note sur Vintégromètre de M. Marcel Deprez, 
(i4 p.,6fig.) 

Cet instrument est une extension du planimètre d'Amsler, et se 
compose essentiellement : 

1® D'une règle OX, que nous prendrons pour axe des x^ et le 
long de laquelle peut glisser librement un coulisseau A^ 

a® D'une tige rectiligne MAD, qui pivote librement autour du 
coulisseau A, et qui porte à Tune de ses extrémités M un style avec 
lequel ou suit le contour de la figure donnée EMF; à l'autre extré- 
mité elle porte un étrier dont les branches sont traversées par l'axe 
horizontal d'une roulette qui roule sur le plan de la figure. 

Une disposition spéciale oriente à chaque instant l'axe dans une 
direction faisant avec la règle OX un angle P qui dépend, suivant 
une certaine loi, de Tinclinaison a = MAX, prise par la tige. 

L'instrument est muni enGn d'un tambour, d'un vernier et d'un 
disque totalisateur. 

Cela posé, l'évaluation des aires sera donnée en prenant j3 = a *, 

la détermination du centre de gravilé en prenant j3 == aa h *, et 

celle du moment d'inertie, en prenant (3 = 3 a. 

En changeant les engrenages planétaires, qui rendent le rap- 

port — égal à a ou «à 3, on arriverait à déterminer des intégrales de 

la forme Jj^^-'* dx, M. Marcel Deprcz a reconnu aussi que cet 
intégromètrc pouvait servir à la résolution graphique des équations 
algébriques de degré quelconque. 

Cézamae (de). — Relation d'un ifoyage acronautii/uc, (22 p.) 
Récit émouvant d'une périlleuse ascension aéronautique, tentée 
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le 2 novembre 1870, sur le Fulton, parti de la gare d'Orléans^ pen^» 
dant le blocus de Paris. 

La voiNNE. — Note sur la résistance des parois planes des ckau" 
dières à vapeur, (37 p., i fig.) 

Henry (F.). — Description d'un ellipsomctre. (iip., i pi.) 

Cet instrument est fondé sur les propriétés des roulettes décrites 
par les points d*un cercle qui roule dans un autre cercle de rayon 
double (Schootcn et La Hire). 

Les pièces de IV/Zi^^omè^/'e réalisent précisément cette condition. 

Pelletreau. —^ Note sur le coefficient d^ écrasement des maté^ 
riaux, (10 p.^ 1 pi.) 

Considération sur Tinfluence de la forme et de la grandeur de la 
section . 

Perrodil (ete). — *- Application des équations du problème géné^ 
rai de la résistance des matériaux au problème de la stabilité 
d'une voûte d'épaisseur variable traitée comme un monolitlie 
homogène, (4a p.^ i pi.) 

Poulet. — Du soulèvement des poutres métalliques au-dessus 
des culées, (3i p.) 

Flamant. — Note sur la poussée des terres, (a6 p., i pL) 
Essai de vulgarisation des idées de Macquorn Rankine^ 

Tome III; année iS-Sw 

Stoecklin. -'^ Note sur les onglets, (i5p#, 1 pi.) 
Détermination des arêtes et charnières de Tonglet d'une bande 
de papier^ suivant lesquelles il faut la plier pour qu'une ligne 
donnée se place exactement sur une autre, un point de cette ligne 
venant se placer en un point donné. 

Duranti-Clayé. — ^ Les pompes centrifuges simples et accouplées * 
(9.Z p., I pi.) 

Mal^zieux. — ^ Le service météorologique aux Etats-Unis. 
(10 p., I c.) 

LEfORT. -— Tîiéorie de l'intérêt composé et des annuités f 
diaprés un Ouvrage de Fédor Thoman. ( 54 p*) 
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Le bui de cet article est de faire connaitre l'Ouvrage de F. Tlio- 
mau, d'en faciliter la lecture, et d'inspirer le désir de l'acquérir 
aux personnes qui sentiraient le besoin de profiter des Tables pré- 
cieuses et peu volumineuses qu'il contient. 

Cet Ouvrage porte pour titre : Tlieory of compound interest and 
annuities, with logarithmic Tables. London , Lockwood and C, 
1872. 

Tome IV; année 1874. 

Malézïeux. — Les chemins de fer anglais e/i 1 873 . ( 1 09 p. , 2 pi .) 

Gariel. — Pressions dues à la congélation de F eau; trav^aux 
de MAI. Ch. Martins et Chance l. (5p.) 

La force d'expansion de la glace a été signalée et prouvée dès 
1667 par Huygens^ plus tard (1784) Edwards Williams fit éclater 
des bombes remplies d'eau et soumises à des températures de — 19° 
à — 28**. MiM. Martins et Chancel ont repris ces expériences et 
conclu de leurs recherches que la pression devait être de 433 à D74 at- 
mosphères, et que le point de congélation de Teau est abaissé de 
1 degré pour i33 atmosphères. 

Lavoin^îe. — De la répartition des charges sur les tabliers des 
ponts. (38 p.) 

Suite d'un Mémoire déjà publié en 1867, dans le même Recueil, 
sur la résistance des entretoises dans les portes d'écluse. 

Gariel. — Grue flottante de loo tonnes, construite à New- 
York par M. Isaac Newton. (8p., i pi.). 

Gariel. — Les dynamites, par M, Fritsch, capitaine du 
Génie. (i3 p.) 

Analyse du Mémoire composant le tome XX du Mémorial 
de l'Officier du Génie. 

Malézïeux. — Fondations à l' air comprimé. (73 p., 2 pi.) 

HiRSCH. — lliéorie des machines aéro thermiques. (120 p., 1 pi.) 
L'auteur étudie, sous ce nom, les machines qui fonctionnent 
d'après les principes suivants : 

i" Emploi de Tair il haute température; 
2" Emploi de régénérateurs de clialeur; 
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y Combastioo dans la macliine même. 

Exposé élémeniaire d» principes de la Thermodynamique^ défi- 
nition des cycles de Sadi Camol. 

Théorie des régénéralenrs de chaleur et de Icor application aux 
machines aérothermiqoes. 

Des générateurs de pression. 

Machines soufflantes. 

Machines directes. 

Machines marines. 

Résumé. Le rendement théorique des machines aérothermiqoes 
est donné par la formule 

Vi Ti 

dans laquelle q désigne la chaleur transformée en travail -, Q, la 
chaleur transmise au cylindre chaud; t. la température absolue 
moyenne du cylindre froid; T| la température absolue moyenne du 
cylindre chaud. La quantité de travail théorique produite est 
exprimée par 4^^ x Qi • 

Flamaut. — Traduction d'un Mémoire de Macquorn Bankine 
sur la stabilité de la terre sans cohésion. Année i856. (57 p.^ 

Théorie mathématique basée sur le seul principe suivant : « La 
résisUncc F au glissement, le long d'un plan donné, dans une 
masse granuleuse sans cohésion^ est égale à la pression normale P ' 
qui s'exerce entre les deux parties de la masse situées de part et 
d'autre de ce plan, multipliée par une constante spécifique, tangQ, 
qui est le coefficient de frottement, » La solution de quelques pro- 
blèmes exige en outre l'application du principe de moindre résis- 
tance de Moseley; mais le traducteur a désiré aussi démontrer 
qu'on peut ne pas avoir recours à ce dernier principe regardé 
comme contestable. 

— Dans une Note complémentaire, M. Boussinesq reprend la 
théorie de Macquorn Rankine et retrouve la formule fondamentale 
de son Mémoire, qui représente l'équation dillérenticlle d'unesui- 
face (le poussée uniforme, 

-jrr GX — X =-—» 

aïi ^ ' dj" 
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K. désignant la pression au point (x^y), G le poids de l'unité de 
irolume du massif, H la somme de toutes les poussées horizontales 
supportées par les matières comprises entre la face supérieure d'une 
première couche et la face supérieure d'une couche quelconque. 
Si est l'obliquité de la pression, cette équation et la suivante : 

X^cos«9 = ^n-y^sln«9-^'cos»9J 

résolvent complètement le problème. Rankine a admis, pour faci- 
liter l'intégration, la relation suivante : 

X=F(H)4.<I>(r). 

M. Boussinesq discute cette hypothèse et montre qu'elle ne s'ac- 
x>rde pas entièrement avec les faits : « Peut-être trouvera- t-on un 
jour quelque ordre de phénomènes auquel l'hypothèse considérée 
serait plus applicable, et qui réaliserait ainsi cette curieuse analo- 
gie d'une distribution de pressions avec le mouvement de la cha- 
leur dans une barre. » 

Choron. — Calcul des moments fléchissants et des flèches dans 
les poutres droites métalliques à plusieurs travées. (64 Po ^ p'*) 

Thoyot. — Détermination du nombre minimum de freins à 
introduire d£ms les trains, (33 p., 4 pi*) 

Cètre. — jippareil hélicoïdal des voûtes biaises à section 
droite circulaire, (ai p., i pi.) 

Tome V; année 1876. 

Bouvieh. — Calculs de résistance des grands barrages en 

maçonnerie. (34 p* 9 i pi-) 

Application des formules au barrage de Thcrnay. 
Considérations sur la détermination d*uii proill-type. 

Bazim. — Discussion des expériences les plus récentes sur la 
distribution des vitesses dans un courant, (4^ p., 2 pi.) 

On admet généralement que les vitesses sur une même verticale 
varient comme les ordonnées d'une parabole : la plus grande 
vitesse V est, tantôt à la surface, tantôt au-dessous, sans que Ton 
ait pu jusqu'ici se rendre bien compte des causes qui fout varier 
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sa position. D'après cette loi parabolique, la vitesse i^ en un point 
donne d'une v(*rticalc se déduit de sa profondeur H par la formule 
très- simple 

dans laquelle h' désigne la distance du sommet de la parabole à la 
surface, H la profondeur totale, M un paramètre. 

Dans des expériences en petit, M. Bazin a été conduit à donner 

à ce paramètre la valeur M = 20^Hi, I désignant la pente du 
canal. L'équation de la parabole devient alors 



= V-„^HI(£^")' 



ou 

suivant que la vitesse maximum était observée au-dessous de la sur- 
face ou à la surface même. 

L'auteur discute ensuite les résultats des expériences faites en 
Europe sur de grands cours d'eau ; celles de MM. Humphreys et 
Abbot surleMississipi et de M. R. Gordon sur l'Irrawaddi. 

PiARRON deMokdêsir. ' — Tîiéorie de la locomotwe sans foyer. 

(>4p.) 

11 s'agit d'un moteur très-ingénieux, inventé par M. le D' Lamm, 
vX appliqué à la traction de tramways en Amérique. Cette loco- 
inolive sans foyer consiste en un récipient d'eau surcbaufléc, qui 
fournil de la vapeur saturée, dont la température et la pression 
vont naturellement en diminuant. 

Dans les éléments de travail pris pour exemple, l'auteur arrive 
à cette conclusion que, pour atteindre la vitesse de aS kilomètres à 
l'heure, l'appareil devrait pouvoir vaporiser looo kilogrammes 
d'eau par heure, c'est-à-dire le neuvième du poids d'eau nécessaire 
H la remorque d'un train de 5o tonnes, sur un chemin de fer à 
voie étroite, dont les accidents du profil en long équivaudraient à 
une rampe continue de o,oo36. 

lliascH. — Machines aêrollwrmlques, (5p.) 
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^nse à une réclamation de priori té « Nous en signalerons le 
suivant : 

L n'est pas d'accord, jusqu'à présent, sur les fonctions des 
'ateurs de chaleur : un grand nombre de savants fort auto- 
inient à ces appareils toute espèce de valeur et d utilité; 
5, au contraire, en admettent Tefficacité dans certains cas 
liers. Briot et Verdet prouvent que, par l'emploi des régé- 
irs, les machines de Stirling et d*Ericsson sont théorique- 
>arfaites; M. l'inspecteur général Combes est arrivé à la 
onclusion pour la machine de Franchot; mais, en dehors de 
particuliers, je ne sache pas que Ton ait démontré l'efficacité 
énérateurs : c*estce que je me suisellbrcé de faire, et je crois 
îussi à démontrer que toute machine à air chaud, munie 
générateur de chaleur convenable, est théoriquement par- 
; présente un coefficient économique égal à celui du cycle 
not. Cette démonstration et l'étude du jeu de la chaleur 
$ régénérateurs sont les bases de mon travail. La théorie des 
eurs de pression n'en est qu'une application spéciale, un 
t à fait particulier. » 

H. B. 



et C« K. Towar2ystwa naukowego Kbakowskiego ('). 

e. Tome VIÎ; i86a. 

AwsKi (Th.). — Adam Kochanski et ses écrits niathé-' 
es, (9 p.) 

L Adamandy Kochanski^ jésuite, connu dans l'Europe occi- 
sous le nom de Polono-Dobriniacus^ professeur de Maillé- 
es à Maycnce (iGSp), au Collège des Jésuites à Florence 



lahs de la Société I. et R. des Sciences de Cratovie, 

<nales de la Société scientifique de Cracoi'ie, publiées en langue polonaise^ 
il l'heure actuelle trois séries de vingt volumes chacune, dont la moitié e»t 
aux Sciences. Nous donnons ici un court aperçu des articles math^^matiqueir 
dans les six derniers volumes qui nous sont parvenus. 

le commencement de Tannée 1873, celle Société s'est transformée et a pri* 
'.■académie des Sciences de Cracovie* 
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(1667), à Olmiitz (1677), et enfin conservateur de la bibliothèque 
de Jean Sobieski à Varsovie (où il est mort vers 1690), a laissé 
plusieurs écrits mathématiques, dont les principaux sont : 

Analecta matheinatica, swe théorises meclianicœ de nalura 
machinarum fundamentalium ; 

Et Mirabilia clironometrica, dont Schott parle avec beaucoup 
d'éloge (*). 

On lui doit la rectification approchée de la circonférence à l'aide 
d'une construction géométrique, pouvant être traduite par la 
formule 

-circ.=v'(2R)' — (3R — Rlang3o«)« = 3,i4i533 ... xR. 

Zebrawsri (Th.). — Noui^elle solution du problème de la 
trisection de l'angle, (i4 p-) 

Soit un angle ABC extérieur à un triangle BCD (*) et une ci^ 
conférence quelconque ayant son centre O sur le côté BC et tan- 

ABC 

gcnte en M et N aux côtés AD et DC. L*angle BCD= — <c-; pour 

trouver le tiers de ABC, il suflBt donc de connaître un des points 
D ou C. 

Le premier se trouve sur une courbe de forme parabolique, dont 
réqualion par rapport à OB, prise pour Taxe des x avec O pour 

origine, estx = *, le dernier sur une autre courbe qui, rap- 

v4— r" 

portée «1 AD, prise pour Taxe des x avec M pour origine, a pour 

3 y — — v^ 
équation x = — — = le rayon de la circonférence étant égal à 

v4r— r" ' 

Tunité). 

Les paramètres de ces courbes étant indépendants de la grandeur 
de Tangle ABC, un gabarit tracé suivant une de ces courbes peut 
donc servir pour tous les angles donnés. Au point de vue pratique, 
c'est un avantage cjue ni la conclioïde ni la cissoïde ne possèdent. 



(') Plusieurs autres dissertations sont insérées dans les Acta crudituium, ^^ 
Leipzig. 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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TomeX^ 1866. 

» 

KuczTNSKi (E.). — Nouveau thermographe métallique. 
(29 p., I pi.) 

Cet instrument est fondé sur le principe connu de Tinégalîté de 
dilatation de deux métaux (fer et laiton), appliqué aux balanciers 
de pendules, avec la disposition inverse de tiges. L'allongement 
total est alors la somme des dilatations partielles et peut être encore 
amplifié par un système de leviers. Les variations de température 
sont notées automatiquement sur une feuille roulante, a l'aide d'un 
mécanisme semblable à celui des ma régraphes. 

L'auteur insiste sur l^s avantages de cet instrument, dont les 
dimensions restreintes (i™, 5o de hauteur} permettent d'étudier la 
température d'une couche d'air assez mince et rendent son instal- 
lation facile, et qui fournit des indications très-peu aiTcctées par 
les erreurs dues à la dilatation de l'édifice auquel il est fixé; ce 
qui n'a pas lieu pour les thermographes métalliques formés d'une 
seule tige, qui nécessairement doit être très-longue. 

KAKLiiisKi. — Observations des petites planètes @ et (S) [Clio 
ctio) à l'Observatoire de Cracovie. 
Calcul de la déclinaison et de l'ascension droite de ces planètes. 

Tome XU; 1867. 

Zajaczkowski (W.). — Contribution à la théorie des maxima 
et des minima des fonctions de plusieurs variables. (8p.) 

Soity(X|,Xt9 ••.,x„) une fonction de plusieurs variables, où 
^1 , Xf , • . . 9 x„ sont des valeurs qui rendent/ maximum ou minimum. 
£11 posant 

l'auteur démontre que la fonction donnée sera minimum, ou 
Maximum, selon que toutes les racines de l'équation 

Ai,i — p A|,t • . • Ai,i 

# \ A»,i Aj,a — p ... Ai,i 

\««j =r O 



•••.••• .. 



Aji,i Aji,a • • • Aji,«— p I 






1. utsu \.. — ^# ^--ïi-sa 

S^it V*C int* ..du^ran* i mit aaatf uiom î^ :. imimii» Olt='. 






«/yf^^4 4'/-'/yn''4t^4. Il a obî«iio. en x»:<lîtauil ainsi un mîcnok50){^' 
*0fA%t%^\t*'* 4^'% i?r'/^«J44^nnr'i]iU alUrin^nl $o*>?o diamètrvs. 

'/m* %%'f ■ I-,- — 1^^ contact dei^ tir conférences et des <phère<. 

V/Iijtjon yi/-u*:tH\*: du problème de contact d'un cercle avec trois 
kn\i*'% <'f tVnnt: ^pliére aicc quatre sphères données. 



/ 1 

/ 



i.f MftnnUf » flff publif aii%fti en italien, dans les j4mmali Ji .Vatematica f^ra 
^// ///////// ///rt, iH'»-^-i^O>*. — Vr»ir DttUetin, t. I, p. 3ii. 
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Tome XIX; 1871. 

Zajaczkowski (W.). — Contribution à la théorie des équations 
linéaires aux dérii^ées partielles du premier ordre. (17 p.) 

Dans son Ouvrage intitulé : Treatise on differential équations, 
1870, Boole ramène Tintégration d'un système d'équations linéaires 
aux dérivées partielles à l'intégration d'un système d'équations 
dilTérentielles ordinaires de la forme 

dxn^x = A 1,1 dXi -h Aa,i dxi -h ... -h A„,i dxn^ 



uXh^p — Ai,p (iXt -f- Ai^pdXi -t- . . . -f- Aj,,p (ix^ \ 

mais il ne donne qu'indirectement le moyen d*inlégrer ce système. 
M. Zajaczkowski démontre que le système d*équations ci-dessus, 
dont le type peut être mis sous la forme 



I =ï « 



dxk = 2,\i.kdxiy (A- = 1,2, 3, '.. p). 



1=1 



où le nombre n + p des variables surpasse le nombre p des équa- 
tions de plus d'ime unité, est intégrable sous la forme de p équa- 
tions finies avec n constantes arbitraires, toutes les fois que les 

coefficients A«-,i( satisfont à p — conditions de la forme 



^A..* 



1 .2 









^^^ il faut substituer pour r et ^ toutes les combinaisons des nombres 
' > 2, 3, ... 71, et pour k les nombres consécutifs 1,2,...,/;. 

Zajaczkowski ( W.). — Des intégrales singulières des équations 

ijfférentielles ordinaires du premier ordre. (i5 p.) 

liCs caractères des intégrales singulières établis par Caucliy et 

^ïxsuite par Boole conduisent à la recherche d'une intégrale définie, 

^^nt on ne peut pas toujours effectuer le calcul. Il est cependant 

*^cile de déduire du caractère de Cauchv un autre caractère' plu* 
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simple qui n'exige aucune intégration. Tel est l'objet de ce Mémoire, 
dont le résultat peut s'énoncer ainsi : 
Soit u z=zf(^x^y) = o une intégrale de 

dr , V 

^ = ?(*.r); 

il faut et il suffit, pour que u soit une intégrale singulière, que Ton 
ait 

^ ±1 

— î-3 = 00, ou ~î-^_!2LJ = OO . 

ôjr ax 

Ces conditions ont été déduites encore par Laplace du caractère 
d'Euler; mais de sa déduction on pouvait seulement condare 
qu'elles étaient nécessaires : il restait à démontrer qu'elles sont 
suffisantes. A. P. 
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MÉLANGES. 

SU Ll TIÉeilB DES 1I0IIIES EHTIBIS ILCÉBIllCES; 

Par Ai. R. DEDERIND. 



INTRODUCTION. 



Eli rt*j[>oii»e à rinvitation que Ton m'a fait l'honneur de m'a- 
JresstT, je* nie propose, dans le présent Mémoire, de développer les 
principes fotidainentaux de la théorie générale, échappant à toute 
exception des nombres entiers algébriques, principes que j'ai pu- 
bliés dans la seconde édition des Leçons sur la Tliéorie des nom- 
bres de Dlriclilct. Mais, à cause de Tétendue extraordinaire de ce 
champ de recherches mathématiques, je me bornerai ici à pour- 
suivre un but unique, que je vais essayer de définir clairement par 
les remarques suivantes. 

La théorie de la divisibilité des nombres, qui sert de fondement 
à Tarithmologie, a déjà été établie par Euclide dans ce qu'elle a 
d'essentiel \ du moins, le théorème capital que tout nombre entier 
composé peut toujours se mettre, et cela d'une seule manière, sous 
la forme d'un produit de nombres tous premiers, est une conséquence 
immédiate de ce théorème démontré par Euclide (*), qu'un produit 
de deux nombres ne peut être divisible par un nombre premier que 
si celui-ci divise au moins l'un des facteurs. 

Deux mille ans plus tard, Gauss donna, pour la première fois, 
une extension à la notion du nombre entier; tandis que, jusqu'à lui, 
on ne désignait sous ce nom que les nombres o, ±i, dz a, ..«, 
que j'appellerai dans tout ce qui va suivre nombres entiers ration- 
nels^ Gauss introduisit (') les nombres entiers complexes^ de la 
forme n-^h \J — i , a et i désignant des nombres entiers rationnels 
quelconques, et il démontra que les lois générales de la divisibilité 
de ces nombres sont idmitiques avec celles qui régissent le domaine 
dcîs nombres entiers rationnels. 

La plus haute généralisation de la notion du nombre entier con- 



(') Eléments, VII, 3j. 

■') Thcoriu rcsiduornm bie/uadnittvurnm, II; i83_». 
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siste dans ce qui suit. Un nombre est dit un nombre algébrique^ 
lorsqu'il satisfait à une équation 

de degré fini n et k coefficients rationnels a^ a^, • • • , ^n-i) ^n? il 
est dit un nombre entier algébrique, ou plus brièvement un nombre 
entier, lorsqu'il satisfait à une équation de la forme ci -dessus, 
dans laquelle les coefficients ai, a^^ •••, ^n^n ^n ^^^^ ^^^^ <l^s 
nombres entiers rationnels. De cette définition il résulte immédia- 
tement que les sommes, les différences et les produits de nombres 
entiers sont tous aussi des nombres entiers; par suite, un nombre 
entier a sera dit divisible par un nombre entier |3, si Ton a a = Ç^y^ 
y étant également un nombre entier. Un nombre entier e s'appel- 
lera une unité, lorsque tout nombre entier quelconque sera divi- 
sible par e. Par analogie, on devrait entendre par nombre premier 
un nombre entier a qui ne serait pas une unité, et qui n'aurait pour 
diviseurs que les unités e et les pi*oduits de la forme tx\ mais il est 
facile de reconnaître que, dans le domaine de tous les nombres en- 
tiers que nous considérons ici, il n'existe pas de tels nombres pre- 
miers, puisque tout nombre entier qui n'est pas une unité peut 
toujours être mis sous la forme d'un produit de deux facteurs ou 
plutôt d'un nombre quelconque de facteurs, qui sont tous des 
nombres entiers, mais non des unités. 

Toutefois, l'existence des nombres premiers et l'analogie avec 
les domaines des nombres entiers rationnels ou complexes com- 
mence à se montrer dé nouveau, lorsque du domaine de tous les 
nombres entiers on sépare une partie infiniment petite, de la ma- 
nière suivante. Si B est un nombre algébrique déterminé, parmi 
les équations à coefficients rationnels, en nombre infini dont Q est 
racine, il y en a une et une seule, 

0" -f- tf , 9*^' -f- ..4-ff«-,0-+-^r„ = o, 

qui est de degré moins élevé que toutes les autres, et que Ton nomme 
à cause de cela irréductible. Si Xq, Xt, Xi, . . . , Xn^x désignent des 
nombres rationnels pris à volonté, tous les nombres de la forme 

9(5) —x^ -h x\Q -y- XiO^'-h. . .4--r„_,0«-', 

dont nous représenterons le complexe par 12, seront aussi des 
nombres algébriques, et ils jouiront de la propriété fondameutalr 
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que leurs sommes, leurs différences, leurs produits el leurs quo- 
tients appartiendront tous aussi au même complexe û; j'appellerai 
un tel coniplcîxe A un corps fini du degré n. Tous les nombres 
(^(9) appartenant au corps 12 se partagent maintenant, conformé- 
ment à la définition ci-dessus, en deux grandes classes, savoir, eu 
noQibres entiers dont nous désignerons le complexe par o, et en 
nombres non entiers ou nombres fractionnaires. Le problème que 
nous nous proposons consiste à établir les lois générales de la divi- 
sibilité qui régissent un tel système o. 

Le système o est évidemment identique avec le système de tous 
les nombres entiers rationnels, lorsqu'on a /z = i , ou avec celui des 

nombres entiers complexes, lorsqu'on a /i = 2 et 6 = ^ — i. Cer- 
tains phénomènes qui se présentent dans ces deux domaines spé- 
ciaux se reproduisent encore dans tout domaine de cette nature; 
il faut observer avant tout que la décomposition illimitée dont il a 
été question plus haut, et qui règne dans le domaine qui comprend 
tous les nombres algébriques entiers, ne se rencontre jamais dans 
un domaine de l'espèce indiquée, comme on peut aisément s'en 
assurer par la considération des normes. Si l'on entend, en elTet, 
par norme d'un nombre quelconque fi = (Si(B)^ appartenant au 
corps H, le produit 

dont les facteurs sont les nombres conjugués 

a = 9(6), |:a, = 9(9,), |tz, = 9(9,), ..., /x»., = 9(9.__,), 

9, 9i, 9,, . . . , 9„_i désignant toutes les racines de la même équation 
irréductible du /i»*"* degré, N(|:jt) sera toujours, comme on sait, un 
nombre rationnel, et ne deviendra =0 que si |x= o; en même 
temps, on a toujours 

N(«P) = N(«)N{P), 

a et |3 étant deux nombres quelconques du corps il. Si mainten^^ 
yi est un nombre entier et par suite un nombre compris dan» P^I** 
autres nombres conjugués fx, , |ut,, . . ., |u„.i seront pareillement» 
nombres entiers, et par suite N (a) sera un nombre entier t^ 
tionnel. Cette norme joue un rôle extrêmement important dai 
théorie des nombres du domaine o-, en eilet, si deux m 
conques a, (3 de ce domaine sont dits congrus ou incong 
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i un troisième fi^ pris pour module, selon que leur diflerencc 
± (a — jS) est ou n'est pas divisible par fx, on pourra, exactement 
x>mme dans la théorie des nombres entiers rationnels ou complexes^ 
partager tous les nombres du système o en classes de nombres, de 
M>rte que chaque classe comprenne l'ensemble de tous les nombres 
|ui sont congrus à un nombre déterminé, lequel sera le représentant 
le cette classe, çt une étude plus approfondie nous apprend que le 
lombre de ces classes (à l'exception du seul cas de fx = o) est tou- 
jours fini, et de plus égal à la valeur absolue de N(/ui). Une consé- 
quence iounédiate de ce résultat, c'est que N [ti) sera toujours =db i 
ians le cas, et seulement dans ce cas, où fi sera une unité. Si main- 
tenant un nombre du système o est dit décomposable, lorsqu'il est 
e produit de deux nombres de ce système, dont aucun ne soit une 
inité, il suit évidemment de ce qui précède que tout nombre dé- 
:omposable peut toujours être représenté comme le produit d'un 
Aombre fini de facteurs indécomposables. 

Ce résultat correspond encore complètement à la loi qui a lieu 
ians la théorie des nombres entiers rationnels ou complexes, savoir 
]ue tout nombre composé peut être représenté par le produit d'un 
nombre fini de facteurs premiers; mais en même temps c'est ici le 
point où l'analogie, observée jusqu'ici, avec l'ancienne théorie me- 
nace de se rompre pour toujours. Dans ses recherches sur le domaine 
les nombres qui appartiennent à la théorie de la division du cercle, 
ît qui correspondent par suite aux équations de la forme 0^= i, 
K.ununer a remarqué l'existence d'un phénomène par lequel les 
nombres de ce domaine se distinguent en général de ceux qu'on a 
considérés auparavant, d'une manière si complète et si essentielle, 
|u'il restait à peine un espoir quelconque de conserver les lois 
iimples qui régissent l'ancienne théorie des nombres. En effet, 
:andis que, dans le domaine des nombres entiers, tant rationnels que 
complexes, tout nombre composé ne peut se mettre que d*une seule 
Tianière sous la forme d'un produit de nombres premiers, on recon- 
naît que, dans les domaines numériques considérés par Kummer, 
un nombre décomposable peut souvent se représenter de plusieurs 
rnanières, entièrement différentes entre elles, sous la forme d'un 
produit de nombres indécomposables, ou, ce qui dans le fond 
revient au même, on reconnaît que les nombres indécomposables 
ne possèdent pas tous le caractère d'un nombre premier propre- 
ment dit, lequel consiste en ce qu'un nombre premier ne peut 
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diiiscr on prodak de desx oa de plosieurt facteurs, s'il ne divise 
MU moins on de cses ladenn. Mais plos le succès des recherches 
nlufrienres sor de tds doouines nnonériqnes deTait sembler déset- 
pérr (\\ plos cm doit de Pfcoonaissancr aux eflforts per»évmnts 
de Kommer. qni ont été enfin iwompensés par une découferte 
vraiment pandr et féooodr. Ce géomètre est parrenn (') i ramener 
toaies les irrêçolarilês apparentes à des lois rigoureuses, et en con- 
sidérant les nombres indécomposables, mais dépourvus du caractère 
de vérilables nombres premiers, comme des produits de facteurs 
premiers idéaaJTp qui n'apparaissent et ne manifestent leur eAêt 
que combinés ensemble, et non pas isolés, il a obtenu ce résultai 
surprenant* que les lois de la divisibilité dans les domaines de 
nombres étudiés par lui coïncident quinienanl complètement avec 
celles qui régissent le domaine des nombres entiers rationnels. 
Tout nombre qui n*est pas une unité se comporte, dans tontes les 
questions de divisibilité* tant dans un rôle actif que dans un rôle 
passif, ou comme un nombre premier, ou cooune un nombre formé 
par la multiplication de facteurs premiers, existants ou idéaux, 
complètement déterminés. Deux nombres idéaux, soit premiers, 
soit composés, qui se changent en deux nombres existants par la 
combinaison avec un seul et même nombre idéaJ, sont dits éqid- 
talents, et tous les nombres idéaux équivalents à un même nombre 
idéal déterminé forment une classe Je nombres idéaux; Fen- 
semble de tous les nombres existants, qui sont considérés comme 
un cas spécial des nombres idéaux* forme la classe principale^ à 
chaque classe principale correspond un système d'une infinité de 
formes homogènes équivalentes, à n variables et du degré /i, qui 
sont décomposables en n facteurs linéaires à coellicients algébri- 
ques ; le nombre de ces classes est lini, et Kummer est panrenu à 
étendre à la détermination de ce nombre les principes par lesquels 
Dirichlet a déterminé le nombre des classes des formes quadra- 
tiques binaires. 



( ' ] Dans le Mémuirc : De mimer is eomplexis qui radicibus umùatts et nutmeris itue^n 
realibus constant [ frastislaviûr^ ^^Vit S ^}> Kumraer dit: « Maxime dolendom TÎdetor, 
quiKl hsec iiumeroruin realium virtus, ul in factores piiraoti dissoWi possiot qui pr'> 
vodttm riiiinero ««inper iidem sint, non eadem est nuraerorum complexonim, que ^ 
f%t*:l tota liaec doctriiia, quic maj^nis adhuc difficultatibus laborat, facile absohi tt *à 
tïnem p^rduci poiwet. • 

(*) Xur Théorie der compte jcen Zaklem '^Journal de CrelU^ l. 3j).. 
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Le grand succès des recherches de Kutnmer, dans le domaine de 
la division du cercle, donnait lieu de présumer que les mêmes lois 

subsistaient dans tous les domaines numériques o de l'espèce la plus 
générale, dont il a été question plus haut. Dans mes recherches, 
qui avaient pour but d'amener la question à une solution définitive, 
j'ai commencé par m' appuyer sur la théorie des congruences d'ordre 
supérieur, parce que j'avais déjà précédemment remarqué que par 
l'application de cette théorie les recherches de Kummer pouvaient 
être considérablement abrégées \ mais, bien que ce moyen conduisit 
jusqu'à un point très-voisin du but de mes eiforts, je n'ai pu tou- 
tefois réussir par cette voie à soumettre certaines exceptions appa- 
rentes aux lois constatées pour les autres cas. Je ne suis parvenu à 
la théorie générale et sans exceptions, que j'ai publiée pour la 
première fois au lieu indiqué plus haut, qu'après avoir entièrement 
abandonné l'ancienne marche plus formelle, et l'avoir remplacée 
par une autre partant de la conception fondamentale la plus simple, 
et fixant le regard immédiatement sur le but. Dans cette marche, 
je n'ai plus besoin d'aucune création nouvelle, comme celle du 
nombre idéal Ae Kummer, et il suffit complètement de la considé- 
ration de ce système dénombres réellement existants, que j'appelle 
un idéal. La puissance de ce concept reposant sur son extrême sim- 
plicité, et mon dessein étant avant tout d'inspirer la confiance en 
cette notion, je vais essayer de développer la suite des idées qui 
m'ont conduit à ce concept. 

Kiunmer n'a pas défini les nombres idéaux eux-mêmes, mais 
seulement la divisibilité par ces nombres. Si un nombre a possède 
une certaine propriété A, consistant toujours en ce que a satisfait 
à une ou plusieurs congruences, il dit que a est divisible par un 
nombre idéal déterminé, correspondant à la propriété Â. Bien que 
cette introduction de nouveaux nombres soit tout à fait légitime, il 
est toutefois à craindre d'abord que, par le mode d'expression que 
l'on a choisi, dans lequel on parle de nombres idéaux déterminés 
et de leurs produits, et aussi par l'analogie présumée avec la théorie 
des nombres rationnels, on ne soit entraîné à des conclusions préci- 
pitées et par là à des démonstrations insuffisantes, et en eflet cet 
écueil n'est pas toujours complètement évité. D'autre part, une défi- 
nition exacte et qui soit commune à toiL^ les nombres idéaux qu'il 
s agit d'introduire dans un domaine numérique détermine o, et en 
même temps une définition généralede leur multiplication paraissent 
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d'autant plus nécessaires, que ces nombres idéaux n'existent nulle- 
ment dans le domaine numérique considéré o. Pour satisfaire à ces 
exigences, il sera nécessaire et suffisant d'établir une fois pour toutes 
le caractère commun de toutes les propriétés A, B, C, • • . , qui tou- 
jours, et elles seules, servent à l'introduction de nombres idéaux 
déterminés, et ensuite d'indiquer généralement comment de deux de 
ces propriétés A, B, auxquelles correspondent deux nombres idéaux 
déterminés, on pourra déduire la propriété C qui doit correspondre 
au produit de ces deux nombres idéaux (^). 



(*) La légitimité ou plutôt la nécessité de telles exigenees, qui deTraient toajoon 
s'imposer dans Tintrodaction ou la création de noureaux éléments arithmétiques, 
deviendra encore pi os évidente par la comparaison arec l'introduction des nombres 
réels irrationnels, objet dont je me suis occupé dans un écrit spécial {Stetigkeit mi 
irrationale Zahlen; Brunswick, 1873). En admettant que l'arithmétique des nombrei 
rationnels, dont nous désignerons l'ensemble par R, soit définitÎTement fondée, il 
s'agit de savoir de quelle manière on devra introduire les nombres irrationnels, et 
dcQnir les opérations d'addition, de soustraction, de multiplication et de divisiob 
à exécuter sur ces nombres. Comme première exigence, je reconnais que l'Arithnê- 
tique doit être maintenue exempte de tout mélange d'éléments étrangers, et pou* 
cette raison je rejette la définition d'après laquelle le nombre serait le rapport de 
deux grandeurs de même espèce; au contraire, la définition ou la création du nombre 
irrationnel doit être fondée uniquement sur des phénomènes que l'on puisse déjà 
constater clairement daru U domaine R. En second lieu, on devra exiger que touiles 
nombres réels irrationnels puissent être engendrés à la fois par une commune défi- 
nition, et non successivement comme racines des équations, comme logarithmes, etc. 
La définition devra, en troisième lien, être de nature à permettre aussi une déBnition 
parfaitement claire des calculs (addition, etc.] que l'on aura à faire sur les noavesnx 
nombres. On parvient à tout cela de la manière suivante, que je ne ferai id qn'iO" 
diquer : 

i^' J'appelle section du domaine R un partage quelconque de tous les nombres 
rationnels en deux catégories, tel que chaque nombre de la première catégorie toit 
algébriquement moindre que chaque nombre de la seconde catégorie. 

2^ Tout nombre rationnel déterminé a engendre une section déterminée ( ou detu 
sections, non essentiellement difierentes), par cela qu'un nombre rationnel quelconque 
sera classé dans la première ou dans la seconde catégorie, suivant qu'il sera algébri- 
quement plus petit ou plus grand que a (tandis que a lui-même pourra être ïateni 
à volonté dans l'une où dans l'autre des deux catégories). 

3^ 11 y a une infinité de sections qui ne peuvent pas être engendrées par des doib* 
brcs rationnels, de la manière indiquée: pour toute section de cette espèce, on <^ 
et l'on introduit dans l'arithmétique un nombre irrationnel spécial, correspondsat s 
cette section (ou l'engendrant). 

4° Soient a, ^ deux nombres quelconques réels (rationnels ou irrationnels); " 
est facile, d'après les sections qu'ils engendrent, de définir si l'on a a ^ ^ oa c ^n 
de plus, on peut aisément définir, au moyen de ces deux sections, les quatre 1 
auxquelles doivent correspondre U somme, la diflercnce, le produit, le qi 
deux nombres a, /3. Pur là sont définies sans aucune obscurité les quatrt 
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Ce problème est essentiellement simplifié par les réilcxious sui- 
vantes. Comme une telle propriété caractéristique A sert à définir, 
non un nombre idéal lui-même, mais seulement la divisibilité des 
nombres contenus dans o par un nombre idéal, on est conduit natu- 
rellement à considérer l'ensemble a de tous ces nombres a du do- 
maine qui sont divisibles par un nombre idéal déterminé ; j'appel- 
lerai dès maintenant, pour abréger, un tel système a un idéal, de 
sorte que, à tout nombre idéal déterminé, correspond un idéal 
déterminé a. Maintenant comme, réciproquement, la propriété A, 
u'est-â-dire la divisibilité d'un nombre a par le nombre idéal, con- 
siste uniquement en ce que a appartient à l'idéal correspondant a, 
DU pourra, au lieu des propriétés A, B, C, • • • , par lesquelles a été 
définie l'introduction des nombres idéaux, considérer les idéaux 
correspondants a, 6, c, . . . , pour établir leur caractère commun 
et exclusif. En ayant égard actuellement à ce que l'introduction des 
nombres idéaux n'a pas d'autre but que de ramener les lois de la 
divisibilité dans le domaine numérique o à une complète conformité 
ivec la théorie des nombres rationnels, il est évidemment néces- 
saire que les nombres réellement existants dans o, et qui toutefois 
se présentent en première ligne comme facteurs de nombres com- 
posés, ne soient considérés que comme un cas particulier des nom- 
bres idéaux \ si donc |x est un nombre déterminé de o, le système a 
de tous les nombres a = /ulo) du domaine o divisibles par |x aura 
également le caractère essentiel d'un idéal , et il sera appelé un idéal 
principal; ce système évidemment n'est pas altéré, quand on rem- 
place yi par Cfx, < désignant une unité quelconque renfermée dans o. 
Maintenant, de la notion de nombre entier établie plus haut résul- 
tent immédiatement les deux théorèmes élémentaires suivants sur 
la divisibilité : 

1® Si les deux nombres entiers a = pi), a'=(AOi)'sont divisibles par 
e nombre entier /i, leur somme a -|- ct!= jui (b) -h od' } et leur diflércucc 



ondamen taies de rArithmétiqae pour deux nombres réels quelconques, et l'on peut 
UwÊomtrer réellement des propositions telles, par exemple, que l'égalité ^.^ = ^, 
i% q«i n'a pai encore été fait, que je sache, dans le sens rigoureux du mot. 

5i* Les nombres irrationnels ainsi définis forment, réunis aux nombres rationnels, 
i« domaine 81 sans lacunes et continu; toute section de ce domaine \SL sera produite 
|Mir ao nombre déterminé da même domaine ; il est impossible dn classer encore de 
Boanmn Bombrea dans ce f*^ 
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2 — x'= u('jtf — u') srront anssi divisibles par pu, paisqne la somme 
'M ^- 'v' vX la diflërencr u — u' àt âenx nombres entiers 4», «' sodi 
f-llrs-nK*mes aussi des nombrirs entiers. 

2** Si 2 == uu est dî% isiklr par tu tont nombre afJzzz tt(W), diii- 
si Lie par a, stTa aassi divisible par a. pais(|ue loot prodaituu'de 
ilcux nombres entiers u, «' est anssi loi-mème on nombre entier. 

^i Ton applique ces théorèmes, vrais pour tons les nombres en- 
tiers, aux nombres 'ji> de notre domaine nnmériqae o, en désignant 
par u un de ces nombres déterminés^ et par a Tidéal principal qni 
lui cxirrespond, on obtiendra les deux propriétés fondamentales 
suivantes d'un tel système nomériqne a : 

I. Lrs sommes et les différences de deux nombres quelconques 
du F% sterne a sont toujours des nombres du même système a. 

II. Tout produit d'un nombre du 5i stème a par un nombre da 
n sterne « est un nombre du n stème «. 

Maintenant, eommc nous poursuivons le but de ramener généra- 
leuient« par l'introduction des nombres idéaux et d*nn mode de lan- 
ga<;e ixirrespondant, les lois de la dî%isibilité dans le domaine na- 
niérique o à une complète conformité avec celles qui régnent dam 
le doutai ne des nombres entiers rationnels, il s'ensuit que les défi- 
nitions des nombres idéaux et de la divisibilité par ces nombres 
(levnint s*énonctT de telle manière que les deux théorèmes élémen- 
taires ci-dessus^ i® et 2^. continuent à subsister lors même que fine 
serait pas un noiubre existant, mais un nombre idéal, et par suite les 
<leu\ propriétés I et II appartiendront non-seulement aux idéans 
principaux, mais aussi à tous les idéaux. >'ous avons donctromé 
par là un caractère commun à tous les idéaux; à tout nombre exis- 
tant ou idéal correspond un idéal complètement déterminé a, joois- 
saiil toujours des deux propriétés 1 et II. 

Mais un fait de la plus haute importance, et dont je n'ai pu 
«lémonlrcr rigoureusement la vérité qu*à la suite de nombreux et 
vains ellorts et après avoir surmonté de grandes difficultés, c'est 
|ue, réciproquement, tout système a qui jouit des propriétés I et II 
est aussi un idéal, c*cst-à-dire que a forme rensemble de tons 
les nombres a du domaine qui sont divisibles par un nombre exis- 
tant déterminé, ou par un nombre idéal, indispensable pour com- 
plélcT la tliiforie. Les deux propriétés I et II sont donc non-seiJe- 
inc 'Ut les conditions nécessaires, mais encore les conditions suffisantes 



i 
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pour qu'un système uumériquc a soit un idéal ; toute autre condi- 
lion à laquelle on voudrait assujettir les systèmes numériques a, si 
elle n'était pas une simple conséquence des propriétés I et II, ren- 
drait impossible l'explication complète de tous les phénomènes de 
la divisibilité dans le domaine 0. 

Cette constatation m'a conduit naturellement à fonder toute la 
théorie des nombres du domaine sur cette définition simple, entiè- 
rement délivrée de toute obscurité et de l'admission des nombres 
idéaux ( ^ ) : 

Tout sjrstème a de nombres entiers du corps 12, qui possède les 
propriétés I et II, est dit un idéal de ce corps. 

La divisibilité d'un nombre a par un nombre [i consiste en ce 
que a est un nombre fxo) de l'idéal principal, qui correspond au 
nombre fi et peut être convenablement désigné par 0(11) ou ofi^ et 
de la propriété U ou du théorème 2^, il résulte qu'en même temps 
tous les nombres de Tidéal principal oa sont aussi des nombres de 
l'idéal principal Ofi. Réciproquement, il est évident que a est 
certainement divisible par|x, quand tous les nombres de l'idéal oa, et 
par suite aussi a lui-même, sont contenus dans l'idéal ofx. De Ik on 
est conduit à établir la notion suivante de la dis^isibilité, non-seule- 
ment pour les idéaux principaux, mais encore pour tous les idéaux : 

Un idéal a est dit divisible par un idéali^ ou un multiple de b, 
et i un dii^iseur de a, lorsque tous les nombres de l'idéal a sont en 
même temps contenus dans t. Un idéal p, différent de 0, qui na 
aucun diviseur autre que el !p, est dit un idéal premier (*). 

Ile cette divisibilité des idéaux, qui comprend és^idemment celle 
des nombres, il faut d'abord bien séparer la notion suivante de la 
multiplication et des produits de deux idéaux : 

Si OL parcourt tous les nombres d 'un idéal a, et ^ tous les nom* 
bres d'un idéal i^ tous les produits de la forme aj3 et toutes les 
sommes de ces produits formeront un idéal qui s'appellera le pro- 
duit des idéaux a; i^ et que l'on désignera par ah (*). 

Or on voit immédiatement, il est vrai, que le produit àh est divi- 



(*] Il est natnrsUement permis, quoique ce ne soit aucunement nécessaire, de faire 
correspondre à tout idéal tel que a un nombre idéal qui l'engendre, si ce n'est |iaft \\n 
idéal principal. 

(*) En même temps le nombre idéal correspondant à l'idéal Ckh s'appellerait difi- 
sible par le nombre idéal correspondant k l'idéal b; à un idéal premier correspondrait 
nn nombre idéjil premier. 
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siblc aussi bien par a que par b^ mais rëtabllssement complet de la 
liaison entre les deux notions de la divisibilité et de la multiplica- 
tion des idéaux réussit seulement après que Ton a vaincu des diffi- 
cultés caractéristiques, profondément attachées à la nature du sujet ^ 
cette liaison s'exprime essentiellement par les deux théorèmes sui^ 
vants : 

Si l'idéal c est divisible par l'idéal a, il existera toujours uw^ 
idéal 6, et un seul^ tel que le produit aB soit identique avec c. 

Tout idéal différent de o ou est un idéal premier, ou peut étr^^ 
représenté, et cela d'une seule manière, sous forme d'unprodu,j€ 
d'idéaux tous premiers. 

Dans le présent Mémoire, je me borne à démontrer ces résulta t^s 
avec une entière rigueur et par voie synthétique. En cela consist,/.* 
le fondement propre de la théorie complète des idéaux et des 
formes décomposables, laquelle offre aux mathématiciens un chaoaj) 
inépuisable de recherches. De tous les développements ultérieurs, 
pour lesquels je dois renvoyer à l'exposition faite dans les Forle- 
sungen iiber Zahlentheorie de Dirichlet et à quelques Mémoires 
qui paraîtront plus tard, je n^ai inséré dans le Mémoire actuel que 
le partage des idéaux en classes, et la démonstration que le nombre 
de ces classes d'idéaux (ou des classes de formes correspondantes) 
est fini. La première Section contient seulement les propositions 
indispensables pour le but présent, extraites d'une théorie auxi- 
liaire, importante aussi pour d'autres recherches, et dont je publie- 
rai ailleurs l'exposition complète. La seconde Section, qui a pour 
but d'éclaircir sur des exemples numériques complètement déter- 
minés les notions générales qui devront être introduites plus tard, 
pourrait être entièrement supprimée^ mais je l'ai conservée para* 
qu'elle peut être utile pour faciliter l'intelligence des Sections sui- 
vantes, où l'on trouvera la théorie des nombres entiers d'un corps 
fini quelconque développée jusqu'au point indiqué ci-dessus. Pour 
cela, il suffît d'emprimter seulement les premiers éléments à U 
théorie générale des corps, théorie dont le développement ultérieur 
conduirait aisément aux principes algébriques inventés par Galois, 
lesquels servent à leur tour de base aux recherches plus approfon- 
dies dans la théorie des idéaux. 

{j4 suivre,) 
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